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Série 1 : Généralités sur les oscillations.

Exercice n° 1 : Mouvement oscillatoire.
Un mouvement oscillatoire est caractérisé par le déplacement suivant :

x(t) = 5cos (25t + g)

Ou x en centimetres, t en secondes et la phase en radians.
1. Déterminer I'amplitude maximale.
2. Donner la pulsation propre, la fréquence et la période du mouvement.
3. Exprimer la phase initiale (déphasage a I'origine).
4. Calculer le déplacement, la vitesse et I'accélération aux instants t = Os ett = 0, 5s.
Exercice n° 2 : Amplitude et déphasage d’un mouvement harmonique.
Un mouvement harmonique est décrit par :
x(t) = Xcos(wyt + @)
Les conditions initiales sont : x(0) = x et x(0) = X,
1. Calculer X et ¢.
2. Exprimer x(t)sous la forme x(t) = Bcos(wyt) + Csin(wyt) et en déduire B et C.
Exercice n° 3 : Degré de liberté.
1. Quel est le nombre de degrés de liberté du point matériel dans chaque systéme.
2. Quelles sont les coordonnées généralisées que I'on peut utiliser pour définir le mouvement de ce point.
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Figure a. Figure b. Figure c.

Exercice n° 4 : Superposition de deux oscillations.

Calculer 'amplitude A et la phase @ pour les sommes suivantes :

1. 3,2sin(wt) + cos(wt).

2. 3sin(wt) + 4cos(wt).

3. 11,5sin (wt + %) — 8cos (wt - g)
Exercice n° 5 : Superposition de quatre oscillations.
Déterminer 'amplitude A et la phase ® du mouvement oscillatoire résultant de quatre mouvements oscillatoires de
méme pulsation w.

G = Ag[cos(wt) + cos(wt + @) + cos(wt + 2¢) + cos(wt + 3¢)]




Série 2: Oscillations libres et non amorties

Exercice n° 1 : Equation de conservation.
On consideére les trois systemes mécaniques de la figure ci-contre. La masse
m peut coulisser sans frottement sur le plan horizontal.

o

1. Trouver le ressort équivalent pour chaque systéeme.

2. Déduire I’énergie potentielle U pour chaque systéeme.
3. Trouver I'énergie mécanique E pour chaque systéme.
4

A l'aide de I'équation de conservation, trouver I’équation du
mouvement et la pulsation propre de chaque systéme.

Exercice n° 2 : Equations du mouvement.
Etablir I’équation du mouvement pour chaque systéme illustré ci-dessus, déduire la pulsation propre et la forme de

la solution de I'équation différentielle du mouvement : Xy m

Figure 1 : Barre de longueur I sans masse portant une masse m et
oscillant autour de I'axe 0. A I'équilibre la barre est horizontale et 8 = 0.
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Figure 2 : Cylindre de masse M et de rayon R tourne autour d’un axe fixe
0, rappelé par un ressort de raideur k. Le fil qui relie les masses m et u
s’enroule sans glisser sur le pourtour du cylindre. A I'équilibre 8 = 0.

Figure 3 : Un fléau portant deux masses M et m oscillant autour d’un

axe fixe 0. A I'équilibre le fléau est horizontal 8 = 0.

Figure 4 : Un bras de longueur I solidaire d’un cylindre de masse M et de
rayon R qui roule sans glisser. A I'équilibre le bras est vertical et @ = 0.
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Figure 4




Figure 5 : Un systéme électrique (L, C) série.

L

@@

i
Figure 5

Figure 6 : Un pendule de torsion est un dispositif constitué d’une barre
horizontale, de longueur I de moment d’inertie J, fixée a un support par
I'intermédiaire d’un fil de torsion. Ce fil d’acier exerce un couple de rappel,
proportionnel a I'angle de torsion. On appelle C la constante de torsion du fil.
Sur la barre, on positionne deux masselottes identiques m de facon
symétrique.

Support fixe
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Figure 7 : Un tube en U de section faible et uniforme s contient un liquide de masse
volumique p. La pression a la surface libre est égale a la pression atmosphérique.

Exercice n° 3 : Plan incliné.

Figure7

Dans le systeme ci-contre, la masse peut glisser sans frottement sur le plan. On abandonne le systéeme apres I'avoir

écarté de la position d'équilibre.
1. Exprimer I'énergie potentielle du systeme U.
2. Déduire la condition d'équilibre, trouver la déformation du ressort a
I'équilibre et simplifier I'expression de U.
3. Exprimer I'énergie totale du systeme et déduire I'équation du

mouvement avec le principe de conservation de I'énergie totale.
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Exercice n° 4 : Condition d’oscillation.

Une tige de longueur L + 1 et de masse négligeable, porte a son extrémité
supérieure une masse m. L'autre bout de la tige est relié a un ressort de
raideur k. Celui-ci n'était pas déformée a I'équilibre et supposé rester
horizontal lors des petits mouvements. La tige peut tourner librement
autour du point 0. A I'équilibre la tige est verticale.

1. Trouver I'énergie potentielle U et |'énergie cinétique T du systeme

(sinB ~ 0;cos0 ~ 1 — %2)

2. Trouver I'équation du mouvement et la pulsation propre wy; soit
avec I'équation de Lagrange, soit avec I'équation de conservation

de I'énergie totale.

Position d'équilibre

3. Trouver la condition d'oscillation du systéme.




Exercice n° 5 : Translation et rotation d’un systéme mécanique.
Deux disques de rayons R et r et de masses M et m, sont reliés par une tige rigide de masse négligeable. Le petit

disque est relié en son centre par un ressort de raideur k. Les deux
disques roulent sans glissement sur le sol.
1. Trouver I'énergie cinétique T et potentielle U du systéme en
termes de x.
2. Déduire I'équation du mouvement et la pulsation propre w, soit
avec I'’équation de Lagrange, soit avec I'équation de conservation

de I’énergie totale.

, 1
Rappels : les moments d inertiedes disques sontPour: I, = Emrz. I, = EMRZ

Indication: Trouver une relation entre x,7, @, R, 6.




Série 3 : Oscillations libres et amorties

Exercice n° 1 : Mouvement amorti d’un oscillateur.
On définit un oscillateur amorti régi par I’équation différentielle suivante :
mx+ax+kx=0
Avec m est la masse du corps, k est la constante de rappel d’un ressort et x est le déplacement du corps. On lance le
systéme avec une vitesse initiale vg = 25 cm/s.
Doncona:t=0,x = 0etx = v,.
1. Calculer la période propre du systeme,
Sachantque :m = 150g etk =3,8 N/m.
2. Montrer quesia = 0,6 Kg/s, le corps a un mouvement oscillatoire amorti.
= Résoudre dans ce cas I'équation différentielle du mouvement.
= Calculer la pseudo-période du mouvement.
= Calculer le temps t,,, au bout duquel la premiére amplitude x,,, est atteinte. En déduire x,,,.
= Calculer la vitesse d’une pseudo-période.
Exercice n° 2 : Mouvement amorti d’un oscillateur en rotation puis en translation.
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Soient les systemes mécaniques représentés comme suit :
Pour des petites oscillations, déterminer pour chaque systéme :
1. Le Lagrangien.
2. L'équation différentielle du mouvement.
3. La pulsation propre.
4. La solution générale pour un faible amortissement.
Exercice n° 3 : Mouvement amorti d’un oscillateur en rotation et en translation.
Dans ce systeme, on suppose que la poulie peut tourner autour de son centre sans frottement. Le fil est de masse
négligeable et ne glisse pas sur la poulie. Le ressort est aussi de

masse négligeable. A I'équilibre, la tige est verticale. La poulie est
écartée de I'équilibre d'un petit angle 8 puis relachée. On
considere que @ est suffisamment petit pour admettre que sinf =

62
0 et cosO =~ 1—7.

1. Evaluer I'énergie potentielle U du systéme en fonction de 6.
2.  Ecrire la condition d'équilibre a partir de U. Déduire

I'allongement initial x¢ du ressort et simplifier I'expression
de U FFTAITTTTTF.

3. Quelle est la condition a satisfaire pour que I'équilibre précédent soit stable.




4. Trouver I'équation du mouvement en utilisant I'équation de Lagrange.
5. Déduire la condition nécessaire pour avoir des oscillations.
Exercice n° 4 : Mouvement d’un oscillateur dans un plan incliné.
Un cylindre de masse m et de rayon r est fixé a un support par I'intermédiaire d’un ressort de traction-compression
de constante de raideur k. L’'ensemble est placé sur un plan

incliné faisant un angle B avec I'horizontale. Le cylindre est
en mouvement mixte de translation-rotation sans
glissement sur le plan incliné (x = 10). (cf.Figure 1)
1. Onsuppose que 8 = 0.
a. Ecrire I'énergie cinétique de translation et celle de
rotation en supposant que le moment d’inertie J

. 1 C .
du cylindre estJ] = Emrz. Ecrire I’énergie

. s . Fi 1
potentielle liée a |a raideur du ressort. tgure
b. Définir 'équation du mouvement, par exemple a a Xy o
partir du théoréme de la conservation de I'énergie — 11— : — T 17—
k s k

mécanique ou bien a partir de I'’équation de

Lagrange.
2. Onsuppose que 8 = 0.

TR
Q
S
3
o
3
ﬁ
ARV

Pour un angle B arbitraire différent de zéro,
I’éguation du mouvement est modifiée.
a. Quelle est la nouvelle équation du mouvement.
b. Est-que la pulsation wg est modifiée ? Justifier votre réponse.
c. Discuterlecasouf = g Calculer alors la nouvelle pulsation des oscillations w;), interpréter le résultat
wy > .

3. Le cylindre du systeme précédent est dorénavant monté entre deux ressorts identiques de constante de raideur
k. On ajoute de plus de part et d’autre du cylindre des amortisseurs visqueux de constante d’amortissement
(cf.Figure 2).

a. Ecrire la nouvelle équation du mouvement.
b. En déduire la valeur limite de a correspondant au régime critique.

. A y)
c. Calculer la valeur de la constante d’amortissement réduit € = —
0

d. Ecrire la solution temporelle x(t) pour le régime pseudo-périodique tel que £ < 1.




Série 4: Oscillations forcées e amorties

Exercice 1 : Systeme forcé.
Un disque de masse M et de rayon R (suspendu verticalement) peut rouler sans glissement sur un plan horizontal.
Le disque est relié par son centre a un ressort de raideur k et un

amortisseur de coefficient . Une excitation sinusoidale F(t) = E a
Focos(Qt) est appliquée sur le disque en son centre. N F(t)
g @00 e )
1. Trouver I'énergie cinétique T, I'énergie potentielle U et | ¥ «(«(«O
la fonction de dissipation D. (Pour la variable x) N k
. . )2 . ~"'u\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ e W
2. Trouver le Lagrangien L puis I’équation du mouvement.
3. En utilisant la représentation complexe, trouver x(t)

I'amplitude A et la phase ¢ de la solution permanente
x(t) = Acos(Qt + ¢) de I'équation du mouvement.
4. Ecrire la condition de résonnance d’amplitude et donner la pulsation de résonnance Qg.

, 1
Rappels : le moment d inertiede du disque autour de sn axe est: I = — MR*

, d L] dL aD
L équationde Lagrange du systéme forcé est: — [ ] —-——= -
dt ox dx

dax

Exercice 2 : Circuit oscillant excité par un générateur.
Soit le circuit ci-contre. E(t) = Egcos(Qt).
1. Trouver I'’équation du mouvement de la charge q circulant dans le

circuit a I'aide de la loi des mailles.
2. Trouver, a I'aide de la représentation complexe, la solution
permanente. (Préciser son amplitude réelle A et sa phase ®).

3. Donner la pulsation de résonnance Qp.
4. Donner les pulsations de coupure Q¢4 et Q¢ et déduire la bande passante B (4 < wy).
5. Calculer Qp, B et le facteur de qualité pour R = 20Q,C = 1uF,L

Exercice 3 : Mouvement sismique.

Soit un immeuble A modélisé par le systéme physique représenté par une masse m et un ressort de raideur k subit
un mouvement sismique sinusoidal d’amplitude a de forme x5 = a cos(Qt) représenté dans la figure comme suit :
Quelle est la réponse du systéme. Justifier le résultat.

L'immeuble

Epicentre du seisme k m
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S Modélisation d'unmouvement sismique

Exercice 4 : Oscillateur harmonique.
On définit le modele d’un oscillateur harmonique, représenté par une masse m placée dans un potentiel élastique

dutype:U = %kx2

Cette masse est soumise a une force de frottement visqueuse et dont le coefficient de frottement est a.

FFEETTEETH

m
Modeéle physique d'un amortisseur




Partie-A : Les oscillations libres et non amorties.
1. Déterminer le Lagrangien du systeme.
2. Etablir I'équation du mouvement.
3. En déduire la solution générale avec les conditions initiales suivantes :
x(t=0)=0etx(t=0) =v,
Partie-B : On admet que les frottements existent, la masse m effectue des oscillations forcées sous I'effet d’une
force sinusoidale de la forme :
F(t) = Fy cos(Qt)
On admet que la vitesse du mobile est de la forme :
v(t) = vy cos(Qt — @)
1. Etablir I'équation du mouvement.
Résoudre I'équation différentielle en régime permanent.
3. Déterminer I'impédance mécanique complexe définit comme le rapport entre la force appliquée et la vitesse
du mobile.
4. Comparer le résultat avec le modeéle électrique.
Exercice 5 : Circuit RLC .
Le commutateur K est en position 1, une fois le condensateur chargé, on bascule le commutateur de la position 1 a
la position 2 : il prend I'instant du basculement comme nouvelle origine des dates. Le condensateur se décharge
alors dans la bobine.
Partie-A : L’acquisition informatisées des tensions permet de visualiser I’évolution des tensions U5 (t) et Upg(t) en
fonction du temps.
Apres transfert de données vers une tableur-grapheur, on souhaite étudier I’évolution des différentes énergies au
cours du temps.
1. Exprimer littéralement, en fonction de i(t), I'énergie magnétique E,,, emmagasinée dans la bobine.
2. Apartir de I'une des tensions enregistrées U 45(t) et Upg(t), donner I'expression de I'intensité instantanée
i(t).
3. Endéduire I'expression de I’énergie magnétique E,,, emmagasinée dans la bobine en fonction de I'une des
tensions enregistrées.
4. En déduire I'expression de I'énergie totale Er du circuit en fonction des tensions U 45(t) et Upg(t).

o (K) o
1 \ 2
a5

iVV

Circuit RLC

Partie-B : A partir du tableau-grapheur, on obtient le graphe qui montre I’évolution, en fonction du temps, des trois
énergies : E, énergie électrique, E,,, énergie magnétique et E énergie totale.




5.

Enﬁrgies
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.___Courbe — 1
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S Courbe — 3
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Evolution des énergies en fonction du temps

Identifier chaque courbe en justifiant. Quel phénomeéne explique la décroissance de la courbe 1.

Partie-C : pour entretenir les oscillations, on ajoute en série dans le circuit précédent un dispositif assurant cette

fonction. On refait alors une acquisition informatisée.
6. Tracer sur la figure suivante les deux courbes manquantes. Préciser ce que chacune des trois courbes

7.

représente.
Pourquoi un tel régime est-il qualifié d’entretenu ?

Energies

AANAN

Evolution des énergies en fonction du temps

v

Exercice 6 : Mouvement de translation et de rotation.

Le systéme est a osciller autour de la position d'équilibre,
correspondant a @ = 0, par une force sinusoidale F(t) =
FycosQt et le sens positif est choisi vers le bas. Les
frottements sont modélisés par un frottement visqueux de
coefficient a. On suppose que I'amplitude du mouvement
reste faible pour admettre I'approximation des faibles angles.

1.

Exprimer et simplifier I'expression de I'énergie F m
potentielle U.

Donner l'expression de I'énergie cinétique T du
systeme.
Donner I'expression du Lagrangien du systéme et déduire I'équation du mouvement.




Série 5: Oscillations libres a deux degrés de liberté.

Exercice 1 : Systeme de deux masses ponctuelles.
Les équations différentielles du mouvement d’un systéme a deux degrés de liberté sont les suivantes :
(5 el (e 2OLI=L
0 2m/lIXx, -2k 2k 0
On donne les conditions initiales suivantes : x1(0) = xg, X1(0) = x,(0) = x,(0) = 0.
Donner les solutions.

Exercice 2 : Circuits RLC couplés.
Donner le systeme d’équations qui décrit les oscillations des circuits de la figure suivante :

(2) 3) «K@ 4) m O3
+F+ W + Lig L

Figure (a): Circuit RLC couplé par viscosité | Figure (b): Circuit RLC couplé par élasticité| Figure (¢): Circuit RLC couplé par inertie

Exercice 3 : Systeme de deux masses ponctuelles couplées par élasticité.
Soit un systéme mécanique constitué de deux oscillateurs linéaires (m, k) couplés par un ressort de raideur k.

SO

Ecrire le Lagrangien du systeme.
Mettre le Lagrangien sous la forme : L = %m[(x% + x%) - w(z,(x% +x3 — ZCxlxz)].
Donner les expressions de w(z) et C (Coefficient de couplage). En déduire les équations du mouvement.
Déterminer les pulsations propres du systeme.
Donner les solutions x4 (t) et x5 () avec les conditions initiales suivantes :
x1(0) = x9,%,(0) = 0,x2(0) = 0,x,(0) =0
Exercice 4 : Systeme de deux masses ponctuelles couplées par viscosité.

ih W N R

Soit un systéme mécanique constitué de deux oscillateurs linéaires (my, k) et (m, k) couplés par un amortisseur

de constante d’amortissement a.
1. Déterminer les équations du mouvement en fonction des variables y; (t) et y,(t).
2. En utilisant deux nouvelles variables Y (t) et Y, (t) (a déerminer), déduire les deux

s

équations différentielles indépendantes si: my = my, = m.




Exercice 5 : Couplage d’une masse et un pendule.
Soit un systéme constitué d’une masse qui glisse sans frottement sur un plan horizontal et d’un pendule (m, I)
suspendu au point A. Ce pendule oscille sans frottement dans le plan xOy.
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1. Ecrire le Lagrangien du systeme.
Montrer sue les équations différentielles du mouvement de ce systéeme s’écrivent sous la forme :

§+ m (6cosO — 6%sind) = 0

I m+M B
. X g .
0+7cos9+7sm0 =0

3. Montrer que dans le cas des petites oscillations (0 « 1), I'équation différentielle pour @ s’écrit sous la
forme : 8 + w30 = 0.
4. Donner la valeur de wq en fonction de g, I, M et m.
5. Etablir les solutions des équations différentielles du systéme, dans le cas :
x(0) = x¢,%(0) = vy, 0(0) = 0,,6(0) = 0




Série 6: Oscillations forcées a deux degrés de liberte.

Exercice 1 : Couplage d’un disque et une masse.
Dans le systeme oscillant représenté par la figure, le cylindre est homogene, de masse M et de rayon R. Ce cylindre

est relié au point A par un ressort de

raideur K a un bati Byanimé d’un S(t) = Sgcoswt

. . <7 i a
mouvement sinusoidal d’amplitude S et B K P 1 B
de pulsation w. Il est également relié a un 1 M, R)E7u/’\ /s 2
o—¢* > X

amortisseur de coefficient a a un bati

fixe B,. Le cylindre roule sans glisser sur un .

plan horizontal. La tige est sans masse et de
longueur L. L'une de ces extrémités peut
osciller sans frottement autour de I'axe du
cylindre. Elle porte a I'autre extrémité une
masse ponctuelle m qui est reliée a un bati

fixe B3 par un ressort de raideur k. A I’équilibre la tige est verticale et I'origine du cylindre G est a I'origine des
coordonnées 0, on suppose aussi que les ressorts ne sont pas déformés. La rotation de la tige par rapport a la

verticale est repérée par I'angle @ et celle du cylindre par I'angle 8. On considére les oscillations de faibles

amplitudes.
On pose : 3M = 2m, 4K = k = =%, x; = lp,x1 = RO,

1.

Montrer que le Lagrangien du systeme peut s’écrire sous la forme :

1 1 1
L = mi? + mx, x, +me% — kx3 — kxqx, — kx5 + 5 Kxis - §ksz

Déterminer les équations différentielles en x4 (t) et x5(t). Montrer que le systéme est équivalent a un
systeme forcé soumis a une force extérieure F(t) sinusoidale dont on précisera I'amplitude Fj,.

Exprimer ces équations de mouvement en fonction des vitesses x4 (t) et x5 (t).

a- Déterminer x4 (t) et X, (t) pour la pulsation w = wg = /k/m . En déduire le comportement du systeme

a cette pulsation.

b- Déterminer I'impédance d’entrée du systeme, définie par Z, = x_o' a cette pulsation.
1

a- Déterminer x4 (t) et X, (t) pour la pulsation w = wq = /Zk/m. En déduire le comportement du
systeme a cette pulsation.

b- Déterminer I'impédance d’entrée du systeme, définie par Z, = x_o' a cette pulsation.
1

Exercice 2 : Analogie d’un systeme mécanique et électrique.

1.
2.

Etablir les équations différentielles du systéme oscillatoire mécanique de la figure-1.

On donne I'excitation F(t) = Fye/®. Les solutions Xp1(t) et x,5(t) du régime permanent étant du méme
type sue I'excitation, donner I’écriture matricielle des équations différentielles du mouvement en amplitudes
complexes Xp1 (%) et Xp, (b).

En déduire, lorsque a = 0, la pulsation de résonance existante.

Etablir les équations différentielles en courant puis en charges q (t) et g, (t) du systéme oscillatoire
électrique de la figure-2.

Y a-t-il analogie entre ces deux systémes ? Si oui, donner les correspondances entre les éléments
mécaniques et électriques. En déduire, lorsque R = 0, la pulsation de résonance existante.

JiGL R‘-—@L@ J.

m k m

LT TS T T T T TS
X1 X2
Figure — 1 Figure — 2




Exercice 3 : Circuit équivalent.
Dans le systéeme ci-contre F(t) = FysinQt.

1. Trouver I'énergie cinétique T, I'énergie potentielle U et la
fonction de dissipation D. (8 «< 1)

2. Trouver le Lagrangien L puis les équations du mouvement.

3. Alaide de la représentation complexe trouver I'impédance

. F
d’entrée Z, = —.

1
4. Déduire a l'aide de I'analogie de Maxwell, le circuit électrique

équivalent.

Exercice 4 : Double pendule.

Le systeme est constitué d’un double pendule simple permettant des oscillations uniquement dans le plan de la
figure. Les tiges de longueur [ sont supposées étre indéformables et de masse négligeable. Le premier pendule est
couplé au niveau de la masse my = m par deux ressorts de méme raideur k. Les frottements sont supposées

négligeables. Seul le régime de faibles oscillations sera étudié
1. Calculer les énergies cinétiques et potentielles de chaque

~

masse, ainsi que I'énergie potentielle emmagasinée par les
ressorts. Montrer que les énergies cinétique et potentielle
totale peuvent se mettre sous la forme :

1 L .
T = Eml2 [26% + 65 + 26,6,]

1
U= Emgl[ze'v% + 03] + k1?63

2. Ecrire les équations du mouvement en utilisant les
équations de Lagrange, et montrer qu’elles peuvent se mettre sous la forme suivante :

. . kl
1[20, + 6,] + [Zg + 25] 0,=0
3. Dans le cas ou les deux ressorts sont absents (k = 0), chercher les modes propres d’oscillations. Pour cela,

en notant w(z, = %, écrire les solutions sous la forme harmonique 8; = @;cos(wt + ¢;),i = 1, 2. Calculer

les pulsations propres et les vecteurs propres correspondants. Discuter qualitativement sur les valeurs
numeériques des déplacements modaux obtenus.

4. Dans le cas ou les deux ressorts sont trés fortement rigides (@ la limite k — o0), montrer que 6, < 05,
c'est-a-dire que I'on retrouve a la limite le résultat d’un pendule simple. Justifier votre réponse sur un simple
argument physique.

5. Pour le cas général ou les ressorts ont des raideurs de valeurs non nulles ou de valeur finie, étudier les

g. 2 _
7 Wo2 =

modes propres pour les équations completes du mouvement (cf. question 2.) en notant w(z,l =7

k . . . .
p— On suppose de plus que w(z,z = w(z,l(l + &), avec € K 1. Exprimer I’équation aux pulsations dans ce cas,

et montrer que les deux pulsations propres s’écrivent lorsque € = 0 sous la forme w? = (3 + \/g)wﬁl.

6. Comparer le résultat de I’équation précédente pour les pulsations propres avec celui obtenu pour un double
pendule simple sans ressorts latérales (cf. question 3.). Justifier qualitativement I’écart plus grand qui existe
entre les deux pulsations propres pour la configuration avec ressorts latérales a celle sans ressorts latérales.
Que peut-on en déduire sur les déplacements modaux correspondants ?




Série 7: Géneralités sur les ondes mécaniques

Exercice-1 : Ondes mécaniques en qcm :
1. Llacélérité d'une onde s’exprime en :
a. Joule.
b. Meétre par seconde.
c. Metre.
2. Lalongueur d’onde d’une onde sinusoidale :
a. Estladistance parcourue pendant une période.
b. Est la distance parcourue depuis la source.
c. Estladistance parcourue avant disparition de I'onde.
3. L'onde sonore est une onde de pression. Cela signifie que :
a. Unson n’est créé que par pression sur un objet.
b. Lagrandeur physique perturbée est la pression.
c. Lessons ne se propagent que dans |I'atmosphére.
4. Sion absorbe I'énergie d’'une onde :
a. Elle fait demi-tour (réflexion).
b. Elle en retrouve immédiatement apreés.
c. Elle disparait.
5. La double périodicité fait référence a :
a. Une onde sinusoidale.
b. Une onde avec deux perturbations successives.
c¢. Une onde qui peut se propager dans les deux sens.
6. Leretard:
a. Est fixe dans un milieu donné.
b. Diminue avec le temps.
c. Augmente si on est plus éloigné de la source.
7. Une onde est mécanique :
a. Parce qu’on la voit.
b. Parce qu’elle nécessite un milieu pour se propager.
c. Parce qu’elle a une célérité.
Exercice-2 :
Un homme se tient debout a I'entrée d’un port et soit des vagues d’eau entrer dans le port. Il assimile ces vagues a
des mouvements sinusoidaux. Il compte 50 crétes en 1, 0 minute et il estime que la distance entre deux crétes est
de 3, 0 m. Ecrire une expression de la forme de la hauteur des vagues a I’endroit ou ’homme se tient. Quel est la
longueur d’onde, le nombre d’onde, la fréquence, la pulsation, la vitesse des vagues et I'équation des vagues ?
Exercice-3 :

Soit une onde d’équation : y(x,t) = 0,05cos E (40t — 10x) — %] ol x et y sont en métres et t secondes.

Trouver :
a. Lalongueur d’onde, la fréquence et la vitesse de propagation de I'onde.
b. Lavitesse et I'accélération d’une particule située sur le chemin de 'ondea x = 0,5mett = 0,05s
Exercice-4 :
Une houle de 10m de hauteur a une période T = 20s et une longueur d’'onde A = 100m. La hauteur de la houle
est la dénivellation entre une créte et un creux.
a. Quelle est I'amplitude de cette houle ?
b. Donner la représentation temporelle de I'’élongation d’un point M de la surface de I'eau, I'onde étant
supposée sinusoidale.
c. Donner une représentation spatiale de la surface de I’eau a un instant t.
Calculer la célérité de de cette houle.




Exercice-5 :
Soit I'one transversale a la figure ci-contre. Sa vitesse de propagation est de 40 cm/s vers la droite. Déterminer :

a. Lafréquence; y (cm)
b. La différence de phase en radians entre des points distants de 5
2,5cm; I i .
¢. Letemps nécessaire pour que la phase en un point donné varie 0 e e T e L L e
de 60°; el = 4
d. Lavitesse d’une particule au point P a lI'instant représenté i
Exercice-6:

Un vibreur de fréquence 25 Hz provoquedes ondes qui se propagent a la surface d’une cuve a eau. La
distance d entre onzelignes de crétes consécutives est 10,1 cm.

a. Quel est I'intérét de mesurer la distance entre le plus grand h(cm)
nombre possible de crétes pour déterminer A ? A

b. Quelle est la longueur d’onde 4 de I'onde se propageant a la
surface de I'eau ?

c. Alinstant pris comme origine des temps, la surface de I'eau a
I'allure suivante représentée sur la figure. Retrouver sur ce
graphique la longueur d’onde.

Quelle est I'amplitude de I'onde ?

e. Représenter I'aspect de la surface de I'eau en coupe, a I'instant

l
t; =0,04sett; =0,06s. (ecm)

f. Calculer la célérité de I'onde.
g. Lahauteur h de 'eau dans la cuve est augmentée, la longueur d’onde A’ est alors égale a 1,2 cm alors que
la fréquence ne change pas. En déduire |'effet de la profondeur de I’eau dans la cuve a onde sur la célérité.




Série 8: ondes transversales sur une corde

Exercice-1 : L’extrémité d’une corde est fixée a un mur, I'autre extrémité est agitée verticalement, sinusoidalement
avec une période T de 250 ms.
1. Déduire le mouvement d’un point de la corde.
Aprés 2,1 s, une perturbation a parcourue la distance d = 3,2m.
2. Calculer la célérité de I'onde.
Al'instant 4, I'aspect de la corde est le suivant :

A\y

P P,

0,10 m

3. Déterminer la longueur d’'onde A de I'onde sinusoidale et en déduire la célérité V de 'onde a I'instant t; et
la comparer avec la valeur V déterminée a la question 2.
4. Schématiser I'aspect de la corde a la date t,, 125ms apres la date t4.
Exercice-2 :
A. Soit une corde vibrant transversalement dans le plan Oxy. L’équation de mouvement est de la forme y =
f(x,t). Soient T et u la tension et la masse linéique de la corde a I'équilibre.

y(x,t) Mouvement transversal

(T’#) %

La corde est libre

Figure 7.8:la corde libre

=  Ecrire I'’équation de propagation de I'onde.
= En déduire la célérité V des oscillations.
On considere que I’ébranlement est sinusoidal.
= Déterminer les solutions de I’équation de propagation en utilisant la méthode des séparations des variables.
B. Maintenant la corde est fixée par les deux extrémités de distance a, lachée sans vitesse initiale.

yex.t) Mouvemnent transversal

(7-44)

I a
!

la corde tentdue
Figure 7.9:la corde tendue




= Déterminer la forme de la solution générale.

= Montrer que les fréquences de vibration de la corde sont multiples entier d’une fréquence fondamentale f.
C. Application numérique : pour la troisiéme corde de la guitare de longueur @ = 63 cm en nylon, de masse

volumique p = 1200 Kg/m3 et de section S = 0,42 mm?.

A \‘.
hlecccccccccnaa. -
. y=110,x)
:
'
'
'
'
'
- X
A >
0 a’2 g
Figure 7.10: la corde écartée de sa position d'équilibre

= Calculer la tension de cette corde pour qu’elle puisse émettre le son fondamental f; = 147 Hz (note ré).
= La corde maintenant est écarté de la position d’équilibre a I'instant £ = 0, telle que représentée par la figure
7.10 et lachée sans vitesse initiale :
Déterminer la solution générale de I'’équation de propagation.
Exercice-3 :
Partie A : Equation de la corde vibrante :
Une corde homogene et inextensible, de masse linéique u, est tendue horizontalement suivant I’'axe Ox avec une
tension T constante, voire la figure 7.11.
La corde, déplacée de sa position d’équilibre, acquiert un mouvement décrit a I'instant ¢ par le déplacement quasi
vertical y(x, t), compté a partir de sa position d’équilibre, d’'un point M d’abscisse x au repos.
Alinstant t, la tension T(x, t) exercée par la partie de la corde a droite de M sur la partie de la corde a gauche
de M, fait un petit angle @(x, t) avec I'horizontale.
On admettra @ petit, faible courbure de la corde, et on négligera les forces de pesanteur.

Y A
Tix+dx)
f(x+dx, 1)
a7 4 Ul I
y+ay di -
V - ==
Tx)
1 . >
X x+dx X
Figure 7.11: Mouvement de la corde

Equation des cordes vibrantes :
On considere le trongon de la corde compris entre les abscissesx, x + dx.
=  Etablir I'équation de propagation de I'onde de la corde vibrante.
= En déduire la célérité Vde I'onde en fonctionde petT.
Partie B : Analogie électrique :
Soit une tranche d’une cellule électrique sans perte représentée dans la figure 7.12 comme suit :




X

x+dx

Figure 7.12: Une tranche d'unecellule électrique sans perte

= Montrer que la cellule électrique représentée ci-dessus constitue un circuit analogique d’un élément de

corde vibrante de longueur dx.

=  Exprimer les correspondants mécaniques de I'inductance linéique L;, 4, de la capacité linéique C

I'intensité du courant i(x, t) et de la tension électrique u(x, t).

Exercice-4 :

ap de

Dans la figure ci-dessus, une corde est attachée au point P a un vibreur produisant des ondes sinusoidales dans la

corde. La corde passe sur un support au point Q et est tendue par un bloc de masse m. La distance L entre P et Q

est de 1,2 m. La masse linéique de la corde est 1,6 g/m, et la fréquence f du vibreur est a 120Hz. Au point P,

I'amplitude du mouvement est assez petite pour que ce point soit considéré comme un nceud. Il y a également un

nceud au point Q. vib
ibreur

1. Quelle masse m de la corde permettant au vibreur de produire la quatrieme harmonique sur la corde.

2. Quel mode d’oscillation est produit lorsquem =1 Kg ?




Solutions des exercices de la série :1

Exercice n° 1 : Mouvement oscillatoire.

1. L'amplitude maximale est 5cm.

2. Lapulsation propre est wy = 25rad/s, la fréquence f = 3,98 Hz et la période propre Ty = 0,25 s.
3. Laphaseinitiale ¢ = grad.
4

Le déplacement, la vitesse et I'accélérationat =0 s:

( x(t) =5 cos (25t +§) = x(0) = 5cos (g) =2,5cm
i(£) = —125 sin (25¢ + g) — %(0) = —125 sin (g) — 108,25 cm/s

.o n .o n
| %(t) = —3125 cos (25t + 5) = ¥(0) = —3125 cos (E) = —1562,5 cm/s?
At=0,5s:
( x(t)=5cos(25t+E):>x(0 5)=5cos(12 5+E)=15cm
3 ) ) 3 )

. (A . T
x(t) = —125 sin (25t + §) — #(0) = —125 sin (12,5 + E) = -119,2 cm/s

.. T . T
|#(t) = —3125 cos (25t + §) — #(0) = —3125 cos (12, 5+ §) = -939,7 cm/s?

Exercice n° 2 : Amplitude et déphasage d’un mouvement harmonique.

1. L'amplitude maximale X et le déphasage a |'origine ¢ :
al @
{ x(t) = Xcos(wot + @) { x(0) = Xcos(@) = x, x U
x(t) = —Xwgsin(wyt + x(0) = —Xwysin =X , Xo

®) osin(w ®) (0) osin(e) 0 sin(@) = = . (2)

wWo

Pour obtenir I'amplitude maximale on fait la somme du carré des deux équations (1)et (2),

cos(¢) =

X\ 2 X0 \2
2 2 _ 2 2. _ (20 __-0 — — 42
(D +(2) —cos<p+sm<p—(X) +( Xwo) =1=|X= |x5+

Et pour le déphasage, on divise I'équation (2) par I'équation (1),
sin X
(@) =-=0 = @ = —Arctan
cos(g) XoWo XoWo
2. Pour exprimer x(t) sous la forme x(t) = Bcos(wyt) + Csin(wyt), on utilise la formule trigonométrique
suivante :

tan(p) =

cos(a + B) = cosa.cosf — sina.sinf
= x(t) = Xcos(wot + @) = Xcos(wot)cos(@) — Xsin(wyt)sin(p) = Bcos(wyt) + Csin(wyt)

= Xcos(¢)

= C = Xsin(¢)

"

Exercice n° 3: Degré de liberté.
Le systéeme (a) : Pendule simple :
1. Le point M est défini par :
{x = lsinf
y = lcosO
Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
X+y?=P=l=/x2+y?=Cte=R=1.
Le nombre de degré de libertéest:d =N—-—R=2—-1=1.
2. Lacoordonnée généralisée qui définit le systeme est : 6.

= N =2.

Le systéeme (b) : Un cercle :
1. Le point M est défini par : OM = xé, + yé,
{ _ér = COSB_éx + sineé'y {x =1rcos@

— — . g = = N = 2'
eg = —cosfe, + sinfe, y =rsiné




Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
*+y’=r’=r=/x2+y2=Cte=>R=1.
Le nombre de degré de libertéest:d =N—-R=2—-1=1.
2. Lacoordonnée généralisée qui définit le systéeme est : 6.
Le systeme (c) :uncbne:
1. Le point M est défini par :
{x =1 sin@
y =1 cosO
Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
x> +y*’=r’=Cte=>R=1.
Le nombre de degré de libertéest:d=N—-R=2-1=1.
2. Lacoordonnée généralisée est : 6.
Exercice n° 4 : Superposition de deux oscillations.
1. 3,2sin(wt) + cos(wt) = A cos(wt + @) = Acos(wt)cos(p) — Asin(wt)sin(p) =

Acos(p) =1 .......(1) _ — S
{—Asin((p) =3,2..(2) = tanp =-3,2 = |p =-72,64
Si on éléve au carré I'expression (1) et (2) et aprés sommation on obtient :
A2=(3,2?2+12=4=3,2)2+12=|A=3,35
2. 3sin(wt) + 4cos(wt) = A cos(wt + @) = Acos(wt)cos(¢p) — Asin(wt)sin(@) =
3 [e]
{Acos((p) =4 - {tan(p =2 = |p =—-36,86
—Asin(p) =3 A=3214 =
3. 11,5sin (wt + %) — 8cos (wt — g) =Acos(wt+ @) ........(1)
On sait que par transformation trigonométrique que :

sin(wt) = cos (g — wt) = cos (wt — g)

= N = 2.

= 11, 5sin (wt + g) = 11,5cos (wt + % — g) = 11,5cos (wt — g)

En remplagant dans I'expression (1) on obtient :
11, 5sin (wt + %) — 8cos (wt - g) = 11,5cos (wt - g) — 8cos (wt - g) = 3,5cos (wt — g)
A=3,5

T
= 3,5cos (wt — E) =Acos(wt+ @) =
¢ =-

wlq

Exercice n° 5 : Superposition de quatre oscillations.

Ona:
G = Ap[cos(wt) + cos(wt + @) + cos(wt + 2¢) + cos(wt + 3¢)] = A cos(wt + P)
A ej(wt+¢) — Ao[ej(wt) + ej(wt"'(P) + ej(wt+2‘p) + ej(wt+3‘p)]

. . . ] ] 3¢ 3¢ N7 Q 3¢
A&® = Ag[1+ e + /29 1+ /3P| = A e/® = Agel 2 [e_’T +e’2+e2+ e’T]

= AoeisT(p [2 cos (37")) + 2 cos (ﬂ)] =24, [cos (3_(p) + cos (g)] eiBT(p

_ ! A =24, [cos (37(P> + cos (g)]
3

Solutions des exercices de la série :2




Exercice n° 1 : Equation de conservation.
7

% Systeme (i)
Les deux ressorts étant en paralléle, le ressort équivalent est de raideur : Koqy, = k1 + k3.

U= —kequx (kl + kz)x
E:T+U:me +E(k1+k2)x2.

A W N R

Y

% = 0= mii + (ky + kp)xi = 0=
CIELS SO G A (P
m m

% Systeme (ii)
1. Les deux ressorts étant en série, le

ressort équivalent est de raideur : k =

kik,
k1+k2. ’ k k X
_1 2 _ (klkz) 2
2. U= 2kequx kytks x“.
3. E=T+U=;mi® +;(22) 2.
ky+k;

dE _ 1k; kik; _ _ [ kyk;

4. T 0 = mxx + (—k +k2)xx =0=>Xx +—(k1+k2)x 0=|wg= etk

0/

% Systeme (iii)
1. Lorsque I'un des ressorts s’allonge d’une distance x I'autre se comprime d’une distance x et lorsque I'un tire

I’autre pousse dans le méme sens : ils

kequ = k1 + k2

s’agissent comme s'ils étaient en
paralléle. Le ressort équivalent est : ((((‘(‘(((‘(‘((’
donc: Kegy = kl + k.

2. U=3kequx® =75 (ky + kp)x?,

3. E=T+U=me +E(k1+k2)x2.

4, %:0:m}'cj\'f+(k1+k2)xx=0:jg+("1;_"2)x=0=>woz ’(kl;kz)

Exercice n° 2 : Equation du mouvement.
On traite les systémes aux petites oscillations
1. Figure 1: Barre de longueur I sans masse portant une masse m et oscillant autour de I'axe 0. A I'équilibre la
X =LcosB _ (i = —10 sind . . -
m_ m ) = vZ, = i% + y2, = 126*
Ym = Ising — Ym = 10 cos@

L 1 1 :
e Energie cinétique : T = Emv,zn = EmlzeZ = T= Emlze2

barre est horizontaleet @ = 0. m —» {

e Energie potentielle: U = Uy, + Uy, = %kl(xl sin@)? + %kz (x, sin@)? ~ %(klx% + k,x3)02
1
=U=3 (kyx% + kpx3)02

e Fonctionde lagrange:L=T - U = %mlzéz — %(klx% + k2x§)02

e Formalisme de Lagrange :
daL 120 d (6L) 126
— =m > —|—]=m
d(aL) aL _ ., _. )aé dt\a6
dt a0 JL
96 35" —(kyx% + k2x5)0

. (kyx% + kpx3 _
- 9+M9=0=> b+ wi0=0=
ml?

e Lasolution est de la forme :

= ml?0 + (kyx} + k2x3)0 =0




0(t) = Acos(wyt + @)

2. Figure2:y=RO =y = RO
e Energiecinétique : T =Ty + Ty + T, = %]/092 + %myz + %M(RO)Z = %[]/0 + (m + p)R?)6?
= T= %[]/0 +(m+ u)RZ]BZ

e Energie potentielle: U = %k(a sin@)? ~ %kazez = U= %kazez

e Fonctionde lagrange:L=T —U = %[]/0 + (m+ u)RZ]BZ — %kazez

e Formalisme de Lagrange :
d oLy oL _ z =0+ m+mR*6 - ;t(ZZ) Uso + (m +m)R*]8
de (%) o0 oL

. — _ ka2
30 ka-0

= [J,0 + (m+ pR?*)0 + ka’6 = 0 = 9+0:0:>

- B ka?
@0 U0 + m+mR

e Lasolution est de la forme :

0(t) = A cos(wyt + @)

3. Figure3:
e Coordonnées et composantes de vitesses :
l l.
xMZ_Z cos0 J'cM=10sin0 1 .
M - I = ' :>v§,=x,2w+y,%,=1—61292
Yy = 7 sin@ Yu = ZB cosO
31 . 3l. .
X = ry cos0 X = —Ze sinb 9
2 _ 22 2 _ 7 g2p2
m- 31 = ‘ 31 =>vm—xm+ym—16le

Ym = = Sind ym:—zécose
On pose:iz aet%l= b
e Energiecinétique: T =Ty +T,, = %Mazéz + %mbzé2 = %[Ma2 + mb?]6?
e Energie potentielle: U = Uy, + Uy, = %kl(a sin8)? + %kz(a sinf)? ~ %(kl + k,)a?6?
e Fonctionde Lagrange:L=T — U = %[MaZ + mb?]6% - % (kq + k;)a?6?

e Formalisme de Lagrange :
JaL 2 d
d /ol oL % = [Ma® + mb?%|6 - dt(a
at(25) "36=°= oL
0" ~[ky + k;]a?6

= [Ma? + mb?|0 + [kq + k;]a’*0 =0

oL ) [Ma? + mb?|6

.1 .
[—12M+—l2 ]0 +E[k1 + k, 1?0 = 0 = [M +9m]0 + [k, + k,]0

0+ e
=0= 0+m0—0=> 0+ wpf =0=|wg = m

e Lasolution est de la forme:

0(t) = A cos(wyt + @)

4. Figured:




e Coordonnées et composantes de vitesses :

S :{xnfy;;’;“’ = v} = i + ¥4 = R?6?

Xm = —RO + 1 sin@ X, = —RO + 10 cosO
Ym =0+ 1lcosO Vm = —10 sind

yu =0
m - |
= vZ, = x5, +y%, = [-RO + 16 cosl9]2 +[-16 sinG]2
= R%20? + 1?6%c0s?0 — 2R16%cos0O + 1?6?sin’0
= R%0? + 16| cos?0 + sin®6| — 2R10%cos6 ~ R*6* + 126> — 2R16*
= [1 - R]*6?
Le moment d’inertie du disque : J ;o = %MRZ.

Ty = %MRZGZ + %]_92 - %MRZGZ
(1]

Energie cinétique : T =Ty + T,, = . '
T =5m[l— R)?6%

3 .
. 2 _pl2| p2
2[ZMR +m[l — R]*| 0

3 1 . 1
=T= ZMRzo2 +Em[l—R]202 =|T =

U,, = —mgl cos@
Uy = y kR26?

= |U = —mgl cos0 + %kRZB2

Energie potentielle : U = U, + Uy = {

Fonction de Lagrange: L =T — U = %EMR2 +m[l - R]Z] 0% + mgl cosO — %kRZO2

Formalisme de Lagrange :

JaL 3 2 5] d
d (OL) oL _ . )ab~ [EMR +m[l - R] ]0 a
dt\go/) a6 oL

38 —kR?0 — mgl sin ~ —kR*6 — mglo

3 v
= [EMRZ +m[l - R]Z] 0 + [kR%* + mgl]0 =0

. [kR? + mgl] ——
= 0+ 9=0=’

[7MR2 +m[l - R]Z]

( ) [ZMR2+m[l— R12|8

[kR? + mgl]

[%MRZ +m[l - R]Z]

ﬁ(‘)oz

e Lasolution est de la forme:
0(t) = A cos(wyt + @)

5. Figure 5 : On peut utiliser pour établir les équations différentielles du mouvement la loi de Kirchhoff ou bien
le formalisme de Lagrange :
> Loi de Kirchhoff :

e Laloides mailles :

di q
ZVi=0=>VL+VC LE+E=O
e L’équation différentielle du mouvement :
di_d[dq]_dzq L¢ + 0= +1 + 0= _ |2
dt  dtldt] — de? 1+¢a= 1 q=4+woq = @ = ¢

e On al’équivalence du systéme mécanique-électrique comme suit :
1
Lij+Eq=0(:>m5&+kx=0

D’ou :




Lom

q(t) < x(t)
1

¢k

e La solution est de la forme :

q(t) = A cos(wpt + @)

» Formalisme de Lagrange :
e Energie magnétique emmagasinée dans la bobine: E,,, =T =

2
"y . - 11
e Energie électrique emmagasinée dans le condensateur: E, = U = 2cd

11 o

e Fonctionde lagrange:L =T — U = %qu —5c4

e Formalisme de Lagrange :

(9L _ -ﬁi(a_L):L--
i(')—")—ﬁzo:iaq 17 at\ag q:>Le1+1q=0:>q+iq=0
dt\aq) ~ aq aL 1 C LC
aqg c1
. o 1
> q+twygq=0=|wy= Ic

e Lasolution est de la forme:

q(t) = A cos(wot + @)
6. Figureb6:

« Energie cinétique : T = -] —%[]0+2m ]02 =§ ]0+2m—] 02 =%[]0+m ]02

- Z 1p2
= T—Z[]0+m2]0

e Energie potentielle: U = %COZ =|U= %COZ

27,
e Fonctionde lagrange: L =T —U = %[]0 + m%] 0% — %CGZ

e Formalisme de Lagrange :

d (dL\ L [10“"—] dt ae [10“"—] ).
a(ﬁ)_ﬁzoﬁ . = lJo+mz|6+Co=0
%=—CB
) c ——
b oo [Frafe=o]=

[]0+m7

e Lasolution est de la forme:
0(t) = A cos(wyt + @)
7. Figure7:

e Energie cinétique : Puisque la section est uniforme, toutes les particules du liquide ont une vitesse v =

X. L"énergie cinétique du fluide est :

| 1,
T=me =|T =-mx

2

e Energie potentielle : U = mgx = (psx)gx = pgsx* =

e Fonctionde lagrange:L=T —U = %mxz — pgsx?




e Formalisme de Lagrange :

oL . d (0L .
d (dL\ oL 9 X7 (a) = mx . . . 2pgs
E(E)‘E‘O: ﬂ__z . = mx+2pgsx=0= x + m x=0
2pgs
- = [on= [222
m
e lasolution est de la forme :
x(t) = A cos(wyt + @)
Exercice n° 3 : Plan incliné.
, , ressort = l'axe Ox,
Energie potentielle = R ,
gravitation = laxe Ox,
X1
k
30‘7
1. Lamasse en position

d'équilibre est représentée sur la figure de gauche. Lorsqu'elle est écartée de I'équilibre (figure de droite) sa
position est x, suivant I'axe Ox, et x4 suivant I'axe Ox4. L'allongement du ressort est x5 + xg avec x
I'allongement déja présent a I'équilibre. L'expression de I'énergie potentielle prend la forme :

1
U= Ek(xz + x9)% —mgx,
T
6
coordonnée qu'on considere comme le degré de liberté du systeme :

. C . 1
Les deux coordonnées x, et x4 sont reliées par x; = xzsm( ) =5 X2 On peut garder une seule

1 , 1 1, 1 1,
U =Ek(x2 + xg) — 5 Mmgx; =Ekx2 + (kxo —Emg)xz +§kx0

2. Al'équilibre la dérivée de I'énergie potentielle s’annule :

o 0 [k + (K L )] 0= kxo—— 0
ax; - X2 X0 2 mg %p=0 Xg > mg
mg L (.
= |x9 = Sk condition d’équilibre

Cette condition permet de simplifier I'expression de U :

1 2 1 2
U= Ekxz +Ekx0

. . . - e 1.
3. L'énergie totale du systéme est Ey = T + U. Mais I'énergie cinétique T = me% donc:

1 ., 1, ., 1 ,
Er = mez +Ekx2 +Ekx0
Le systéme est conservatif, I'énergie totale est constante donc :
dEy - : -
- mxX; + kx,xy = xo(mx, + kx;) =0
La vitesse de la masse m est v = X, ne peut pas étre égale a zéro a tout instant, donc :

Xo+—x,=0
2% %2

Qui est I'équation du mouvement.
Exercice n° 4 : Condition d’oscillation.
1. L'énergie potentielle :




1 o2 1 2,1 0 1o, 2
U=Um+Uk=—mg(L—LcosB)+Ek(lsm0) z—imgLB +Ekl 0 =E[kl —mgL|@

1
= U=3 [kI> — mgL]6?

L'énergie cinétique :

1 .. 1 1
T=>m(L6)" = ZmL26? = |T = = mL?6?

2. Equation du mouvement :

@

% Méthode de Lagrange :

1 o1
L=T-U= EmLzo2 —E[klz — mgL)6?
oL _ .,y  d (0L 125
d (dL\ aL Py —’—(—')=m "
—(—.)——:0:> a6 dt\a6 = mL?0 + [kI* —mgL|0 =0
dt\ag/ 06 oL )
% = —[kl - mgL]O

. [kI?2 —mgL] - > [kI2 — mgL)
= 9+Te=0:>:> Wo = |7

+» Méthode de conservation de I'énergie :

1 1
Er=T+U= EmLzﬁv2 +3 [kI2 — mgL]6?
dE; 1 de? 1 de? 1

— =0=-mL:——+ = [kl? — mgL] —— = s mL? Zéd—é +1[kl2 —mglL| [29@]
dt 2 dt 2 dat 2 dt| 2 dt

=mL%?08 + [kI> — mgL]06 = 6 {mL?8 + [kl* —mgL|6} =0
. . [klI* —mgL =
= mL20+[klz—mgL]0=0=>0+[m—LTg]0=0=> 0+ wio=0

[kl? — mgL]
mL?

$w0=

3. Condition d'oscillation du systeme < condition d'équilibre stable :
A I'équilibre :3—Z|0_0 =0 = [kl? —mgL|6 =0=

au a*u
= [klI? —mgL] > 0= (Condition d'oscillation)

- = 2 _ -
50 [kIZ2 —mgL]6 = 957,

Exercice 5 : Translation et rotation d’un systeme mécanique.

1. Puisque les deux disques roulent sans glissementona:x = r¢p = R0.

.2 242 2 1 .2
T= TM(translation) + TM(rotation) + Tm(translation) + Tm(rotation) = EMx + EMR 0 + me + Emrz(p

3 .2 3 .2
=Z(M+m)x = T=Z(M+m)x

1 2 1 2
U=Uk=Ekx = U=Ekx

2. Avec I'équation de Lagrange. Le Lagrangienest: L=T — U = %(M +m)x? — %kxz.

d(aL) 6L_0=>_,+ 2k ol _ 2k
dt\ax)  ox TT3mrm) T YT 3 m)

. . . ) s . 3 . 1
Avec I'équation de conservation de I'énergie totale. E =T + U = 2 (M + m)ix? + Ekxz.

aE_ [ 2k ; 2k
—_— = —1 B —————— = . = B —————
dt T3mim) T T T BmM+m)




Solutions des exercices de la série :3

Exercice n° 1 : Mouvement amorti d’un oscillateur.
1. L’équation du mouvement amorti est :




[ 1=—
mitax+kx=0=i+—i+—x=0=i+2x+wix=0=
m m a k
leZm_ m
La période propre du systéeme est :
k T 2n  2m T 9 m
= —_— = = —— = J—
@o m 0 Wy k 0 T k
m

Application numérique : wg = 5rad/s; Ty ~ 1,25s.
_ _® _ 06 _ ., -1
2. a—0,6Kg/s:>/1—2m—2.0'15—2s = 1< wy

Le corps m a un mouvement oscillatoire amorti.
= La résolution de cette équation différentielle est de la forme :

x(t) = Ae M cos(wqt + @) avec w, = /w% —A2=452-22~4,6rad/s

En appliquant les conditions initiales :

(
T
x(0) = Acos(@) =0 - cosp =0- @ = if

l:’r(t) = —Ade M cos(wyt + @) — Ae M, sin(w,yt + @)

\

( __r (‘P=—§
|

- {X(O) = —AAcos (— g) — Aw,sin (— g) =Aw, = vy P
a

La solution finale sera exprimée comme suit :

x(t) = Ae Hcos(w it + @) = x(t) = Z—Oe_mCOS (wat - §) = Z—Oe—”tsin(wat)
a a

Vo .
= |x(t) = w—oe““sin(wat)
a

x(t)“

Mouvement oscillatoire amorti

= La pseudo période se calcule :

2
T,=—=1,37s

Wq

= Letemps de la premiere amplitude &, :




vy . vy .
x(t) = —A—2 e~iMgin(w,t) + w,— e~ cos(w,t)
® ®

a a

. Vo —idty, i Vo it
= x(t,) = —A—e msin(w,yty,) + w,—e Yimcos(wyty) =0
wa wa
Vo w,
sin(wgty,) “iw, o, Wq Arctg (T)
= tg(wgt,,) = = =% = w,t,, = Arct (—)=>t =— A/
9(@atm) cos(wgty,) Yo 2 amm 972 m W,
a
Application numérique :
t, = 0,255 # =
= , S D —
m 4
Exercice n° 2 : Mouvement amorti d’un oscillateur en rotation puis en translation.
Systéme-1 :
1. Lelagrangien:
= |’énergie cinétique: T = %mv,zn = %mjcz.
= |’énergie potentielle : U = %kx2 + %k(—x)2 = kx?
= La fonction de dissipation: D = %av?n = %w’cz.
= Lelagrangien:L = %ma’rz — kx?.
2. L’équation différentielle du mouvement :
aL . d (OL) .
- =mx - —|— ] =mx
(ax dt\9e
d(OL)+0D JaL 0 4 oL " %+ ak+ 2k 0
dt\ox) " ox ox ax . kx
aD .
— = ax
a0
1= a
~2m
. a. 2k ” ; 2
= 0+—0+—0=0=0+210 + wi6 =0|=
m m 2k
Wy = |—
m
. 2k
3. La pulsation propre : wg = g
4. Lla solution générale pour un faible amortissement est :
— Np—At _ 2 _ 32
x(t) = Ae ™ cos(wyt + @) avec w, = |wg— A
Systeme-2 :

1. Lelagrangien:

L'énergie cinétique : T = %mv,zn = %mlzéz.

s . . 1, - L. \?

= |’énergie potentielle : U = 2 [E kx ] +mglcosd =k (E sm@) +mgl cosO
l 2

U= k(ie) + mgl cos0

: e 1 1 .
= la fonction de dissipation: D = Eavfn = Ealzez.

1 ; 1 ,\?2
» Lelagrangien:L = Emlzaz -k (E 0) —mgl cos®.

2. L’équation différentielle du mouvement :




aL 2} d (0L 2
[ — =ml“0 - ( )=m10

20 dt\ao
d(aL)+aD 6L_0=>46L 1k120 lsino@ 1klze lo
FTACT 30 90 %——E +mglsin :_E +mg
aD 2
— = al“0
a0
1
s s . a, |gkl-mg]
:>m10+a10+[—kl—mg]10=0=> b+ 294127 Flg_g
2 m ml
1= a
~2m
=>|é+2/19+w§6=0|:> 1
[—kl—mg]
o = |12
k 0 ml
. Ekl—mg]
3. La pulsation propre : wg = —

4. Lasolution générale pour un faible amortissement est :

0(t) = Ae * cos(w,t + @) avec w, = /w(z, — A2,

Exercice n° 3 : Mouvement amorti d’un oscillateur en rotation et en translation.
1. L'énergie potentielle :

U= %k(xl + x9)% —mgx, + mgx,

Les trois coordonnées x4, X5 et x4 dépendent de @ comme suit :

[

x1=10

= _ =~ 2 1 1
x3 = 21(1 — cosO) = 16 —U =Ek(10+x0)2 — mglo? +Emgle

.1
X4 = le.smgziw

1 1 1,
- U=<Ekl —mgl)B +<Emg+kx0)le+ikx0

2. AVléquilibre :(;—Z|e=0 = |(klZ —2mgl)0 + Gmg + kxo) = Gmg + kxo) =0=|xg=——>

Yoo

L'expression de I'énergie potentielle sera : |U = (% kl? — mgl) 0% + %kx%

3.  Pour que I'équilibre précédent soit stable, la deuxieme dérivée doit étre positive :
a%u
002
4. L'énergie cinétique est la somme de I'énergie cinétique de la poulie et la tige avec la masse ponctuelle plus

= (kI? — 2mgl) > 0 = |(kl — 2mg) > 0|

I'énergie de translation de la masse attachée au fil :

T=21767 + L2
—2] 2mv




v Etant la vitesse de la masse sur le plan incliné. Le module de cette vitesse est relié a la vitesse angulaire 8 par
v =10 donc:

1 . 1 .12
_ a2z 2
T—2]0 +2m(10)

Mais J = > (2m)I2 + m(2D)? = 5ml* = [T = 3mI?§?

On déduit le Lagrangien :
L=T—-U= 3mi%o? — (%klz - mgl) 02 —%kx%
La fonction de dissipation est :
D= % = —a(zw) = 2al?6?
L'équation de Lagrange s’écrit :

(6L 2z d oL o
— = 6ml 0:—[—] = 6ml-0
a0 dtloo

d[aL +6D aL c0m aD )
dtlael " a0 a6 28~ tal’o
oL
\ 35" —(k1? — 2mgl)0
. . kl—2m = -
= 6ml*0 + 4al’*0 + (kI*> —2mgl)0 =0 = 0 +—0 %9 =0=0+210 + wi0 =0
a
3m
=3
| _ |(kl—2mg)
7 eml

5. Pour avoir un mouvement oscillatoire il faut &tre dans le régime pseudopériodique 1% — w% < 0, donc:
( a )Z (kl-2mg)

3m 6ml

< 0]

3m

Exercice n° 4 : Mouvement d’un oscillateur dans un plan incliné.
1. Casouf =0.

.12
a. T =Tansdisque T Trot disque = 2 —mi?® + ]0 = me + = [2 mr ] [r] =;mx = |T =-mx

_1, 2
U—ka .

b. e La méthode de conservation de I'énergie mécanique totale aboutit a I'équation du mouvement :
E —T+U——3 '2+1k2 —dEM —3 xXx + kxx [—3 "+k]'—0 —3 X+ k 0
= = — £ = = =0 = =
M 2 mx > X it > mxx XX > mx x| x > mx X

. 2k 2k
= X+-—x=0| |wg =
3m

3m

¢ La méthode de Lagrange aboutit au méme résultat :

adL 3 _=>d dL 3
3 1 d (dL\ 0L . = ;mx —(—.)=—mx
T =22 _ Jer2 2T ax 2 dt\ox 2
L=T-U 4mx ka =>dt(ax) Fp 0= oL
— = —kx
dax
‘4 0 2k
—t _— = o = [
*T3m” @0 3m

2. Casoupf # 0.

a. Pour f # 0 tant que la condition de roulement sans glissement est respectée, I'énergie cinétique est
inchangée. Par contre I'énergie potentielle est éventuellement modifiée, car il faut introduire le terme lié
a la force de pesanteur, donc I'équation du mouvement est modifiée.




1 1
U= Ek(x + x9)%2 —mg(x + xq).sinf = Ekx2 + [kxo — mg.sinB]x — mgx,.sinf + = kx3

1

= U= Ekx2 + [kxy — mg.sinB]x + Cte
Condition d’équilibre :
au
— = [kx + kxy — mg.sinf],_o = kxo —mg.sinf =0
ox x=0

L’énergie potentielle devient :

1.,
Uzzkx + +Cte

L’équation du mouvement devient :
3 . t 0 - 2k 0 2k
—mx Xx=0=[(x+—x=0} |wg = [—
2 3m 0~ [3m

b. Tant que la condition de roulement sans glissement est respectée, la pulsation n’est pas modifiée
Zile cylindre perd I'appui sur le plan de contact, et il n’y a donc plus de roulement. On se

c. Casouf = 2"
retrouve dans le cas d’un oscillateur harmonique tout simple :

., K :
X+—x=0)|wg= |[—
m m

1, 1 , dEy .
EM:T+U:me +Ekx :>F:mx+kx=0:>

On remarque que w}, > wy. Ce résultat se justifie du fait que la rotation du cylindre est associée a une

inertie supplémentaire, d’ol une pulsation plus basse.

3. Cas du systeme de la Figure 2.

(T:%mfrz +%]92 :%mxz
_1,.2 1, 2 ;.2 T =342 — Lx?2 — 4 (0L _9L__ oD
a. ! U—ka +ka =kx* =L=T U—4mx kx dt(ax) ™= " ox
LD:%w’cZ+%a5cZ=a5c2
(aL 3 . d(aL) 3 .
- = = —|— ) =—
ax 2™ T ar\ex) " 2™
aL 3 . . .  4a 4k
= — =2kx ==S-mx+2ax+2kx=0=>x+—x+-—x=0
dox 2 3m 3m
L oD _
ax
= ¥+ 24k + wix = 0|= |2 2at 2 | K
X X+ wix = =—1/; |lwg=2 |[—
0 3m 0 3m

2 _ 3 /ﬁ: a. =V3km

b. Pour le régime critique : 1, = wg = P

G &= T 3meN Kk V3km
d. x(t) = Ce . sin(wyt + @).

A _ 2al1 (3m a




Solutions des exercices de la série :4

Exercice 1 : Systeme forcé.

T = 2MR?6% + > Mi? = ZMi? = |T = Mi?| car x = R®
1,.2
1. U=-kx
| 2
_1 .2
k D= S ax
=T =3Mx2 112 i(ﬂ)_ﬂ__a_l’ v 2% 2k, 2F
2. L=T U—4Mx ka =252 " n ax+F:> X+o Xt x= 3Mcosﬂt
’ g : g . 2, _ 2F Ly« 2 _ 2k
L’équation est de la forme : X + 24x + wgx = Y, cosQt. Avec: A = a0 = 3
3. En utilisant la représentation complexe :
(2Fy/3M)cosQt — (2 Fy/3M)el™
x = Acos(Qt + ®) —> x = Ae/
La solution permanente est : y = Acos(Qt + ®).
On obtient —Q24e/% + 21jQAe/% + w2Ae/™ = (2 Fy/3M)e/™ = 4 = wzz_;“z—%
0 J
. —22
L'amplitude est : |4 = 2Fo/3M . La phase est : |[tan® = ﬁ
/(w5—92)2+4/12:22 9
4. La pulsation de résonance est Qg telle que
24 _ -40(w}-0?)+82%0 _ _ 2 a2
ang:gk_():) 3, =0=|Qgr = |wj—2A

[(w5—92)2+4/1292] =0y

Exercice 2 : Circuit oscillant excité par un générateur.

1. Laloides mailles nous donne ug + uc + u, = E(t) = Ri+ % + L% = E(t)

. R, 1 Eo
= q+fq +L—cq = Tcosﬂt
2. L’équation est de la forme § + 2Aq + w3q = (E¢/L)cosQt. Avec: A = 2—11, w3 = L_lc
La solution permanente est q = Acos(Qt + ®). Utilisons la représentation complexe pour trouver A et ® :
(Eg/L)cosQt — (Eq/L)e/%

q = Acos(Qt + ®) — q = Ae/t

020 O AR | 27 O jor 7 — __ Eo/L
On obtient —Q%*Ae/™ + 22jQAe/™ + wide (Eo/L)e/™ = A wZ-Q2+22jQ
L'amplitude est : |4 = Eo/L . La phase est : |tan® = —Zz_mz
[(w3-02)"+a2202 vt

3. La pulsation de résonance est Qp, telle que

94 _ — [,2 922
30lg, = 0= | = /wo 22

4. Lorsquel 1G4 wy (P) Z(H% = |'QC1 x Wy —)., 'QCZ = Wy +}.||B = 'QCZ _'Q(:l = 24|

Exercice 3 : Mouvement sismique.
= Le Lagrangien du systéme :

. C oo 1 1.
L’énergie cinétique s’écrit : T = Emv2 = mez
. . . , . 1
L’énergie potentielle s’exprime : U = U, = Ek(x —x)?
. . yro 1. 1
Le Lagrangien du systeme s’écritalors : L =T — U = mez - Ek(x - xs)2

= |’équation différentielle est de la forme :




oL  d /9L )
i(a_l')_a_l':o azmxﬁa<£>=mx
dx) 0x oL

k a
= mX+k(x—x;) =0=|X+—x=—cosQt
m m

dt
= = —k(x— %)

D’ou:
k

. 2 e a iQt
x+w0x=Reel[—e1 ]:>w0= —
m m

= Lasolution de cette équation est de la forme :
x(t) = A cos(Qt + @) = Réel[Ae/ 9] = ¥(t) = A e/ W+
En remplagant dans I'équation du mouvement, on détermine I'amplitude de la réponse comme suit :

a
m
A(Q) =—M
07 -
Le systeme présente une singularité au point & = wg comme le montre la figure suivante :
|
A i | Résonance(solution divergente)
|A] :
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
Q=0 Qp Q
Pulsation de résonance

= L’immeuble va s’effondrer face au séisme car le systeme oscille avec la pulsation propre. On appelle ce
phénoméne la résonance. On se propose dans ce cas-la de mettre en place un moyen d’amortir les
oscillations extérieures du systeme qui se réduit par une force de frottement visqueuse.
Exercice 4 : Oscillateur harmonique.
Parti A : Mode libre.
1. Lelagrangien du systeme :

. C 1.
= Pour I'énergie cinétiqueona: T = mez

. . . 1
= Et pour |'énergie potentielleona:: U = Ekx2
. . R 1. 1
= Alors Lagrangien du systeme s’écrit: L=T — U = mez - Ekx2

2. L’équation différentielle du mouvement :

JaL _=>d oL ..
d L\ oL o mx a(a)”"x iy . k
E(ﬁ)_a‘o oL >mx+kx=0= x+ax—0 = Wy = |[—
a=—kx

3. Lasolution générale est de la forme :

T
{ x(t) = Acos(wot+¢) _ ) x(t=0)=Acos(p)=0 _ cos(p)=0= ¢ =1

x(t) = —Awq sin(wyt + @) x(t =0) = —Awg sin(p) = v, sin(@) = _Av0
wWo




= cos?(@) + sin?( )=1=(i)2=> a=2
¢ ¢ Awo wy

(Z)) ; T (Z)) 2]
= x(t) = P~ sin (wot + E) = cos(wot) = [x(t) = P~ cos(wyt)
0 0 0

Parti B : Mode forcé.
1. L’équation différentielle du mouvement s’écrit sous la forme :

a k F
mx + ax + kx = F(t) :>5'c+a5c+ax:F0 cos(Qt) = 3\%+2/15c+w%x=50 cos(Qt)

a

:2m

f—t
k
Wy = |—

I
k m

C’est une équation différentielle inhomogeéne linéaire, d’'un mouvement forcé.
2. Larésolution de cette équation en régime permanent est :
x,(t) = A cos(Qt + @) = Réel[Ae/ M9 = (&) = A /U9
En remplagant dans I'équation du mouvement et aprés calcul, on obtient le module de I'amplitude :
Fy
AQ) = L
J(QZ — w)” + (240)?

Et la phase du mouvement comme suit :

—2A0
A ()

Les variations de A(Q) sont déterminées par :

dA(Q)
1g = 0=0=0g= /w%—zzz

Cette pulsation est appelée pulsation de résonance.

3. L'impédance complexe est définie comme suit :
~ F(t)
Zmécanique = @

En remplacant dans I'équation du mouvement, on obtient :

~ . k
Zmécanique =+j (""ﬂ - 5)

4. Pour le systéme électrique, le résultat est donné comme suit :

~ U(t) ~ . 1
électrique = E = Zélectrique =R+j (L'Q - C_ﬂ)
5. On conclue donc les équivalences entre le systeme mécanique et le systéme électrique comme suit :
a<R
me 1L
ks —
c
Exercice 5 : Circuit RLC .
Partie-A :
1. LU'énergie magnétique E,,, =T = %Liz.
2. Loid'Ohm : Upg(t) = —Ri(t) = i(t) = — 2222,
2
3. Enremplagant cette derniere équation dans I’énergie magnétique, on trouve : E,,, =T = %LU”;#
4. L’énergie totale du circuit en fonction des tensions U 45(t) et Upg(t) :
1 Upg(®? 1 5
ET = Em+Ee =T+U =ELT+ECUAB(1')




Partie-B :
5. Initialement le condensateur est chargé et aucun courant ne circule donc : E;(0) = E.(0) et E,,(0) = 0].

On en déduit alors que :

e lacourbe-1 est associée a E.

e lacourbe-2 est associée a E,,.

e Lacourbe-3 est associée a E,.

La décroissance de la courbe-1 est due a la perte d’énergie sous forme chaleur, par effet Joule, dans la

résistance R.

Partie-C :
6. Lorsque les oscillations sont entretenues I'énergie totale E7 est une constante : Ey = E,,, + E, = Cte.

e Initialement le condensateur est chargé et aucun courant ne circule : Er(0) = E.(0) et E,,,(0) = 0].

e Si E, augmente alors E,,, diminue et inversement.
e Si E, est maximale E,, est nulle et inversement.

D’ou les courbes :

Energies
/\g

Variation de Et,E,,et E, en fonction du temps

7. Lerégime est entretenu car les pertes énergétiques dans la résistance sont compensées par |'apport
d’énergie du dispositif d’entretien des oscillations. Les oscillations ne sont plus amorties mais ont une

amplitude constante au cours du temps.

Exercice 6 : Mouvement de translation et de rotation.
1. L'énergie potentielle du systéme en fonction des coordonnées x; définies a partir de la position d’équilibre :

1
U= Ek(Xg + x9)? + mgx, — mgx, — mgxs

x1=21(1—cos0)~16?

= - ~1192 1 1
%2= (1=cos6)3160% _ y « Zk(10 + xo)? + - mgle® — mglo® — 2mglo =
x3=lsing~10 2 2
x5=2lsin6=216

Mais :

U= i(kl — mg)16? + (kx, — 2mg)lo + ikx(z,




P e . . . au
A I'équilibre la dérivée de I'énergie potentielle s'annule % = 0, donc:

au
0016-¢

= [(kl —mg)l0 + (kxy — 2mg)l|g_o = (kxg —2mg) = 0 = |xy =

On peut simplifier I'expression de I'énergie potentielle :

2. L'énergie cinétique:

1 2.1, 5
U=E(kl—mg)10 +Ekx0

1 1 1 1 o1 1 .2
T = E]barreez + E.’poulie‘pz + me% = E [mlz + m(Zl)Z]GZ + E [E Zmlz] (PZ + Em(ZlB)

Mais :

Donc:

3. Lelagrangien:

5 . 1 . 9 . 1
= Emlzez + Emlz(pz +2ml?6? = Emlzﬂz + Emlz(p2

lo = 21sind = lo ~ 210 = lp ~ 210 = ¢ ~ 20

La fonction de dissipation est :

9 . 1 13 . 13 .
_ 201292 4 S 01202 _ 2p2 _ 2)2
T—Zmle +2ml(p 2mlG=>T 2mle

13 . 1 1

R ¢ 202 _ (1] — 2 _ a2

L=T-U 2mlB 2(kl mg)lo kao
1 .
D=Ea1202

L'équation de Lagrange :

d 1oL . doL )
[— [—] = 13ml2H = = [—] = 13m12d
dt 99

d 0L dD 4L 4100
aD ,
a[@ +£‘%=2”:{ 96 = oe
JL
l £= —(kl—mg)l@
= 13ml%0 + al?0 + (kl —mg)l0 = F.2l = 2IF.coswt = |0 + * o+ (ki=mg), _ 2Fo .coswt
13m 13ml 13ml




Solutions des exercices de la série :5

Exercice 1 :
(m 0 )[xl] —2k [ ] _ [0] - {mkl + kxy —2kx; =0...........(1)
0 2m 2k 2k 2mx, + 2kx, — 2kx; =0.......(2)
e Calcul des pulsations propres :
On se base sur I’"hypothése que le systéme admet des solutions sinusoidales donc :

x1 = Assin(wt + @;) = —0?xq ... .....(3)
{xz = Azsin(ot + @3) = —0%x; ... ....... (4)
Remplacant (3) et (4) dans (1) et (2) :
{(k —mo?)xy; —2kx; =0...........(5) = (k — mw?) -2k —o
—2kx1 + 2(k—mw?)x; =0.......(6) -2k 2(k — mw?)
, (k — mw?) = 2k
= [V2(k - mw?)] - (2k)? =0= ou
(k — mw?) = -
On remplace dans les équations (5) et (6), on obtient :
I( _ k(\/_ + 2)
{ k(\/_ 2)

e Les modes propres :

k(v2+2 V2 = (1
> Premier mode : 0% = w% = (mﬁ ) Xy =—5x1=>V; (_ﬂ).

2
2 _ .2 _ k(v2-2) _Vv2 7. (1
> Deuxiéme mode : w* = w5 = e X2 == V, g

e Lasolution générale est :

x,(6) 1 1 x1(t) = Asin(®Wt + @1) + Bsin(wW,t + ¢@,)
<x2(t)> =4 <_ \/2__> sin(Wt+@1) + B (x/z_) sin(Wzt + ;) < x,(t) = —\/Z—EAsin((olt +o)+ ngin(wzt +¢2)

e Pour les conditions d’équilibres suivantes : x{(0) = x¢, x1(0) = x,(0) = x,(0) = 0.
{ x1(t) = Asin(wt + @1) + Bsin(wW,t + ¢,) { Xx1(t) = Awqcos(W4t + @1) + Bw,cos(W,t + ¢@;)

V2 o V2o =1 V2 V2
x,(t) = —TAsm(u)lt +@q) + TBsm(u)zt + @) X(t) = —TAwlcos(Qlt + @)+ TBa)zcos(wzt + @3)

On remplace avec les conditions d’équilibres et on trouve :

x1(0) = Asin(¢,) + Bsin(g;) = x,

x,(0) = —gAsin((pl) + ngin((pz) =0

x1(0) = Aw cos(p,) + Bw,cos(p,) =0

x,(0) = —Asin(¢@,) + Bsin(@p;) =0.............(8)

J x1(0) = Asin(@,) + Bsin(@,) = xg ... e ve .. (7)
lJ'c1(0) = Aw;cos(@p4) + Bw,cos(gp,) =0.......(9)

liep(0) = —ﬁAmlcos((pl) 4 ﬁBmzcos((pz) PN x,(0) = —Aw cos(¢,) + Bw,cos(¢p;) =0...(10)
( (7) + (8): 2Bsin(¢3) = xg 7
(7) — (8): 24sin(¢p,) = x B B P1=¢2=75
=1(9) + (10): 2B, cos(@,) = 0 > C05(#1) = cos(pz) = 0= d_p_

L(9) — (10): 24w, cos(p4) = 0 2

! x1(1) =%sin(w1t+g)+%sin(mzt+g)

V2 V2
kxz (t) = % [— TSin(oolt + @)+ 7sin(w2t + (pz)]




Exercice 2 :
. . 1 :
L1g1 + (R + R3)q1 + 41 = R34,
Mailles (1) et (2) : . ) y .
Lyq, + (R + R3)q, t5, 42 = R3q,
) . 11 1
L1, + R1qq + (c_1+c_3) 91 = ¢, 92
.. . 1 1 1
L,q; + R2q2 + (c_2+c_3) 92 = 0

; . 1 }
(L1 + L3)g41 + R1qq + o= L3q,

Mailles (3) et (4) :

Mailles (5) et (6) : . ) 1 ..
(Lz + L3)42 + R2q, tL12= L34
Exercice 3 :

1. Lelagrangien du systéeme:

e X 1. 1.
o L'énergie cinétique du systtme : T =Ty, + Ty, = me% + me%.
N . . 1 1 1
e L’énergie potentielle du systeme: U = U, + U, + Uy, = Ekx% + gk'(xz -x1)%+ Ekx%.
. 1 .0 1 .5 1 1 1
e Donclelagrangienest: L =T — U = mi{ +;mi3 — S kxf — 2 k'(x; — x1)% — S kx3.

2. Mettons le Lagrangien sous la forme : L = %m[(x% + x%) - w%(x% + x5 — ZCxlxz)].

1 .01 1 , 1
L:me§+imx%—Ekx%—zk(xz—xl)z—ikx%
1 o oy Koo o K,
=>L=Em (x1+x2)—n—l(x1+x2)—a(x1+x2—2x2x1)
1 k+ k' 2k’
=L=5m (x%+x%)—¥(x%+x%)+7x2xl]
(wz_(k+k’)
1 [ . k+k) 2K’ 0=~
=1L :Em (x% +x%) —T[(x% +x%)—mx2x1” - - 1%
\C =i

3. Les équations du mouvement :
On écrit les deux équations différentielles du mouvement en fonction des coordonnées généralisées.

On remarque bien deux coordonnées généralisées qui décrit le mouvement donc on aura deux équations de

Lagrange :
aL ) d oL .
—=mi; > —|—| =mx
ia_L]_a_L_ _, ) 0i 1 dtloxy !
dtlaix,l 9x, oL 2
-— = —mwi(x1 — €x3) » 2. _ 02
) 0x4q X1 + wyxg = Cwgx, 1)
6_L=mx :ia_l‘zmx X2 + 05X = Cwjxy
ia_L]_a_L_ _, | 0%, 277 dtlox, 2
dt axz axz ﬁ _ _mwz(x —Cx )
L ax, 0lX2 1
4. Les pulsations propres du systéme :
On fait I’'hypothese que le systéme admet des solutions harmoniques donc :
x1(t) = Agsin(wt + @) = —w?x,
x2(t) = Azsin(wt + @;) = —w?x,
On remplace dans (1) :
(0} — w?)x1 — Cwlx, = 0 (wf —w?) —Cw} Xy 0
2 2 2 = 2 2 2 ( ) = ( )
(w§ — @?)x; — Cwdxy =0 —Cwj (@0f—0?))\x; 0
2 2 2
w3 —w —Cw = 1-¢C
(80 2] =0 = (-0t - (et =0 = {1 = "
—Cwj (0§ —n?) Wy = wgV1+C

5. Solutions x4 (t) et x,(t) avec les conditions initiales x4 (0) = xg, X1(0) = 0,x,(0) = 0,%x,(0) = 0:
e Calcul des modes d’oscillations :




1
w=w1=w0\/1—c=>x2=x1=>V1(1)

1
w:wz:w0V1+C$x2:—x1$V2<_1>

e Lasolution générale est :
(rer) = A eostont v o8 (1 eostwnt om0 o L et
e Les conditions initiales x1(0) = x¢,x1(0) = 0,x,(0) = 0,x,(0) =0 :
x1(t) = Acos(wqt + @1) + Bcos(w,t + @)
{xz(t) = Acos(w1t + @1) — Bcos(wyt + ¢@5)
x1(t) = —Awysin(wqt + @1) — Bwysin(w,t + ¢3)
{xz (t) = —Aw1sin(Qt + ¢@1) + Bw,sin(w,t + @,)

x1(0) = Acos(¢@,) + Bcos(¢@;3) = x { Acos(@q) + Bsin(¢@;) = xg ... .o oo ... (1)
x,(0) = Acos(@y) — Bcos(@,) =0 _ Asin(¢p,) — Bsin(¢@;) =0.............(2)
x1(0) = —Awqsin(¢@1) — Bwysin(¢@;) =0 Awcos(@pq) + Bwycos(gp;) =0.......(3)

Ucz(O) = —Aw;sin(¢@4) + Bw,sin(gp,) =0 k —Awqcos(@pq) + Bw,cos(¢p;) =0..(4)
(2)+ (4):sin(p1) =0= @, =kn _— _ _ 1) =A+B=x
{(4)—(2):sin(¢;)=0=><p; —kn — SHE=0=01= 02 _0:}{(3):A—B:OO

X0 .xO
A= > x1(t) = > [cos(wqt) + cos(w,t)]
= =
B = % x(t) = ? [cos(wqt) — cos(w,t)]

Exercice 4 :
1. Equations différentielles du mouvement en fonction des variables y4 (t) et y,(t) :

e L'énergie cinétique du systeme : T =Ty, + Ty, = %mly% + %mzy%.
e L’énergie potentielle du systeme : U = U, + U, = %ky% + %ky%.
e Lafonction de dissipation: D = %a[yl — y,]2

Donc le Lagrangienest: L =T — U = %mljl% + %mzjl% - %ky% - %ky%

Formalisme de Lagrange :

JaL . d [aL] .
35’1_ 1Y1 dtlay, =myy,
d aL]+aD JaL 0= aD T )l
— |53 —— = ——=aly; -
dt|ay,l " 9y, oy, 9y, 172
aL K
) ay, Y1
oL B ) d [6L] .
3y, =myy; dt |33 2Y2
d aL]+aD JaL 0= aD 5 -
— | = — — = —=—aly; —
dt|ay,| " 9y, oy, 92 Yi= 2
aL K
\ 6y2 - Y2

R {m15’1 +aly; -yl +ky; =0 R {m1?:’1 + 00:’1 + ky, = “3:’2
myy, —aly, —y2] +ky, =0 myy,; + ay; + ky, = ay,
2. Condition:mqy = m, = m.
my; +ay; + ky; =ay; ........(1)
{(1) —@2)=m@,-y2) +2a(y1 —y2) + k(y1 —y2) =0..(3)

m1=m2=m=>{




I 2 ¢ k
Vi+2aV, +ky; =0 |Yit+t Y1+ Y1 =0
Onpose;yz:y1+y2’Y1:y1—y2:{m 1+"al+ 1 = ”m . m
mY2+kY2:0 Y2-|-;Y2=0

Exercice 5 :
1. Lle lLagrangien du systeme :
La masse M: x(t) - x(t).

couroe . (5500 = e

= v2, = k% + 2xl0cosO + 126%cos?0 + 1?0?sin?0 = v2, = i? + 2xlOcosO + 126>
e L|’énergie cinétique du systétme: T =Ty +T,, = %MJ'CZ + %m(kz + 2xlOcosO + 1292).
e L’énergie potentielle du systeme : U = U,,, = mgl(1 — cos0).
e lelagrangien:L=T—-U = %Mjcz + %m(xz + 2x10cos0 + 1260%) — mgl(1 — cos0).
2. Onremarque bien deux coordonnées généralisées qui décrivent le mouvement donc on aura deux équations
de Lagrange :

oL . d oL w ,
d oLl dL Ja = (M +m)x + mlOcosf = it [W] = (M + m)x + mlOcos® — mlO?sind
| Z= = 1
dt 65(] dx oL
) ax
aL ) 2z d 0L . L 2
d 9L aL — = mlxcos0 + ml-0 = i [a—] = mlxcosO® — mlx0sin0 + ml-0
hud —.] L0 0
dtlgel 96 ﬂ = —mlx0sind — mglsind
k .. -ae - g
- (M + m)x + mlOcos® — mlO?sin6 =0 ... ... (1)
mlxcos® + ml?0 + mglsin =0..............(2)
X m . .
e —02¢j —
|7 + o+ ) (6cos6 — 6%sin6) = 0

. X g .
k 0+70050+75m0=0

3. Dans le cas des petites oscillations (8 < 1) :

0~1 ja+ 2 _§=0..3)
cosf ~ —t+————=60=0..
{_ sing~9 =1 (;"J’m)

02sind ~ 026 ~ 0 é+7+%e=0 ...... (4)

m . . g . gM+m) . )
DN-@)o—" h-9-To=0=0+L" " "o _0=b+w2e=0
@ =W ~>Grrm I =%+t = 0+ 0o

, M
4. Lavaleurde wgest:wg = g M+m).

5. Les solutions des équations différentielles du systéme :
e Ecriturede 8(t): 0 + w30 = 0 = O(t) = Acos(wyt + @).

. e o oml o  ml _mlwﬁ _ . _ mlwy .
e Ecriturede x(t): X = i 0 = (M+m)[ w30] = D 0(t) == x(t) = D [Asin(wot + @)] +
ml
B = x(t) =— ) [Acos(wot + @)] + Bt +C........(5)

e Calcul des coefficients A et ¢ :
0 = = —
{. (0) = Acosp = 0, =>{(p 0:
0(0) = —Awysing =0 (A=0,
e Calcul des coefficients B et C :

|0(t) = Bocos(wot)|

=0 B mlo, Bt+C . _ mlby . B
{A _ 00 = X(t) = —mCOS((DOt) +Bt+C = x(t) = msm(wot) +
mlo, ml,
0)=-— 2 +C= — x4+ —— 0
x(0) M+ m X0 _,)C x°+(M+m)

x(0) = B = v, B = v,




mlGo

=*X0="rm

Donc la solution générale est :

cos(wot) + vot + xo +

mlBO
(M +m)

x(t) = xg + vot +

m
(M + m)
0(t) = Oycos(wyt)

160 [1 — cos(wyt)]




Solutions des exercices de la série :6

Exercice 1 : Couplage d’un disque et une masse.
1. Le lLagrangien du systeme :

e |’énergie cinétique du systéme :

1,01 .1 o o 1N
T=Ty+T,, = [EMvG+E]/00 ]+ [Em(x1+x2) ]: EMxl +§(§MR )0 ]+ [Em(x1+x2) ]
1/3 1 1/3 1
=E(EM+m)x§+§m(x§ + 2iyiy) = T=2(5M+m>;t§+§m(x%+2x1x2)
[ ]

L’énergie potentielle du systéme :

1 1
U=Uk+U,+Uy= EK(le — 5)? +Ek(x1 + x3)% + mgl (1 — cos)

1 , 1 5 @?
~=-K(2xq1 —85)“ + - k(x1 + x3)* + mgl
2 2 2
1 1 1
= EK(le —S)Z +Ek(x1 + xZ)Z +—mg

2
1 1 1
U =5 K@x; - S + 5 k(x; + )% + Y2

—m-—x;
La fonction se dissipation du systeme :

=

2 1

1 1
D= Ea(ZJ'cl)z = Ea(4x%) =

1
D= Ea(4x%)

Le Lagrangien du systeme :

1/3 1 1 1 1
L=T-U-= E(EM +m)5c% +Em(5r% + 23%1%2) _EK(le —-5)? _Ek(xl + x)% — g

2
—m-—xj
21
Puisque : 3M = 2m, 4K = k = #

1 1 1
L = mx} + mi i, + me% — kx3 — kxyx, — kx5 + = Kx,S — Eks2

2
2. Equations différentielles en x4 (t) et x,(t) :
(0L . ) d oL . .
%, =2mxq + mx, = i 0_}’1 = 2mx, + mx,
d OL]_I_GD 6L_0=>< aD )
dt axl axl axl N T - 4ax1
oL _ 2k k 1KS
< L ox, - Zhm—kxaty
aL_ . =>d aL]_ .
droLy_ oL _ ok, T dtlow,] T
X - oL
k dtlox,]  ox, 5, = i~ 2k

1
— {mel + m.iz + 40£x1 + kal + kxz - EKS =0
m.iz + kx1 + kaz =0
.. .. . 1 K
— {mel + mx, + 4axq + 2kx; — kx, = -KS = Esocos(wt)

2
me + kxl + kaz =0

2
m.iz + kxl + kaz =0

1 K
{Zmil +mx, + 4axq + 2kx; —kx, = -KS = Esocos(wt)

3.

Equations différentielles en x4 (t) et x5 (t) :




~ ~ ~ N . 1 _ K ‘0
2mx; + mx, + 4axq + 2kX; — kX, = EKS = E.S‘oel t
[t 23 (moo - )5+ (o= £)7a = 7 806
_ a+2j{mw——]| X +j{me ——)x; = Se
(mo—5J5 o~ B0
j{mw ——)¥x +j{mw—-——|i; =
4. Pourw = wgy = /k/m:
% = —Xg et
a. 4az = a cette fréquence la tige reste verticle.
Xz =0

F—

x

b. Limpédance d’entréeest: Z, = 4a.

5. Pourw =w; = /Zk/m :

}1 =0
1 gsoef‘”t = le cylindre ne se déplace pas.

[N

k
mml—w—l

o ;

b. Limpédance d’entréeest:Z, = %o est infinie.
1

Exercice 2 : Analogie d’un systéme mécanique et électrique.

1. Equations différentielles du systeme oscillatoire mécanique de la Figure-1:
o L'énergie cinétique du systtme : T =Ty, + Ty, = %mxi + %mx%
e L’énergie potentielle du systeme : U = U, = %k(xl —x5)2.
e Lafonction de dissipation du systeme : D = %ak%.
e Lelagrangiendusysttme:L=T —U = %mx% | %mx% - %k(xl —x3)2.
d[aL ap  dL
_— ol 50— 50 = Fx
e les équations de Lagrange : d oL oL
ikl 3 =0
e Equations différentielles du systeme :
( aL . d aL] .
—=mi; > —|—| =mx
dx, 1™ dtlay, 1
d [BL 4 oD OdL F F(t) < oD ]
[— — = = = _—
dtlai,l " %, ox, M g 1
oL k( ) X
—=—k(x; —x
) axl 1 2
aL d [BL] .
— =miy; = —|—| =mx
i["’* _oL _ o 463{2 277 dt|ox, 2
dtlox,] ox, aL
—=k(x;—x
o, = K = x2)
. o a.  k _Fy Q
{mkl + akl + k(x1 - xz) = F(t) X1 + ;lxl + ;l(xl - xZ) - ECOS( t)
mxs; + k(xy —x1) =0 . k
m
~ a . k Fy .
.i'l + _xl + _(%1 — %2) = _Oe]ﬂt
m m m
= k
Y+ — @, —%)=0
2 m( 2 1)
2. Les solutions complexes X1 (t) et X5 (t) s’écrivent comme :




fl(t) = Xlej(ﬂt+‘p) = Xlejﬂt
XZ(t) = Xzej(ﬂt+‘p) = Xzejﬂt

En remplacant ces solutions dans le systeme d’équations :

2 k 4 ~ k _ FO
m “m m m
k _ LAY
——X1+(—Q +—>X2:O
m m
Le systéme matriciel est donné par :
, k . a k , k . a k
(o2 Xijfa) kN LR |(ceekie) K
m “m m <1>_ m | — m “m m —0
k k X, k N
a0 e )W e
m m m
a 2 k\?
:><—Qz+—+]—ﬂ) —(—) =0
m
3. Sia =0, ledéterminant s’écrit :
2 2 91:0
k k 2k 2k
<—92+—) —(—) =0:>Q4——92=0=>92(92——)=0=> 2k
m m m m 92: — =Qp
m

4. Equations différentielles du systéme oscillatoire électrique de la Figure-2 :
D’apres la loi des mailles :

di . 1,,. , . . 1
w +ug +uc=U) _ Lﬁ"'Rh +2 [l —ip)dt =U(®) - Lg; +Rq1 + (g1 - q2) = U(D)

= diz 1., . .1
u, +uc=0 Lf—zf(ll—lg)dtZO Lg; —-(q1-92) =0

5. Oui il existe une analogie, on constate :
( x—-L
a—R

m-L

-

F(t) - U(t)

2k 2
(k= > %= Ic

Exercice 3 : Circuit équivalent.
1. Energie cinétique :

o 1

Puisque : RO = x4

1 .2 1 .2
T = 5 M1 +Emz}’2

Energie potentielle :

1
U=Up, +Up, +Up=-mgy, + mygy, + Ek(h +yo — 16)?
1
~ —mqygy1 + mygy; + Ek(yl + Yo — ¥2)? puisque: y, = lsinf ~ 10
1 1
= U~ —migy; + mygy, + 5 k(y1 - y2)% + Eky% +k(y1 — ¥2)¥0

1 1
~ [-mig + kyolys + [mag — kyolyz + 5 k(y1 = y2)* + 5 kyg

Condition d’équilibre :




au

=[-myg+k(yo+y1 — }’2)]|{ yi=0 =0=-myg+ky,=0

dylpi=0 Z0-0=
Y1 {y;=o y2,=0-0=0
au
3o |0 = [M29 = k(o +¥1 = ¥2)llxi=0 = 0 = mzg — kyo = 0
ay> {i:;o {x2=0

La condition d'équilibre simplifie I'expression de I'énergie potentielle :

1 2
U= Ek(yl —¥,)° + Cte

Fonction de dissipation :

1 .01 , 1 , 1 , 1 , 1 -
D= 5“1(19) t@y * S0y, + 5@y = E(“1 +az)y; = |D = E(“1 + az)y;

Lagrangien du systeme :

1 . 2 1 .2 1 2
L=T-U =Em1}’1 +Em23’2 _Ek()ﬁ —¥y2)° + Cte

rd(aL)+aD oL _
! dt\dy,) dy, dy; _ { myy, + ky; —ky, =F 1)
d ( aL ) aD aL mzj)z + kyz + (a1 + az)yz — k)’1 =0
— (o) 3~ 5 =
Ldt ay,/ 0y, 0y,

Utilisons la représentation complexe pour écrire (1) en termes des vitesses complexes v, et U,:
|F(t) = FocosQt —» F(t) = Foejm|

y1(t) = Ajcos(Qt + @1) > F(t) = A&/ Q0D = 7,0/

U
Q

RN

y1(®) = jOy,(t) = ¥, =

y1(0) = jQv,(£)
y2(t) = Azcos(Qt + @3) = Fa(t) = A,/ Q92 = A, e/

F2(t) = jQF, () = F, = V2

jo
y2(t) = jOv,
(1) Devient :
( Q k _ _¥

. ]m + ) Ty =

{ miJ; + ky1 —ky; =F :! e T @)
s ~ T L — k

m;yz + ky; + (a1 + az)y, —ky, =0 l ]mZQ.+—+ a + az)vz g B, =0

Posons : jmQ = Z;,jmy,Q + a; + a; = 72'1%

Le systéme d'équations (2) s’écrit :
Z,+Z))V1— Zy9,=F _ (. _ 72 ~ Z,Z
(~1 ~0)~1 ~o~2 —F=(Z,+Z,—= 0_ By = (Z,+= 042 ¥
(Z2+Zo)'|72 _ZO v1=0 Z2+ZO Z2+ZO
L'impédance d'entrée est donc :

l
N

Z

~ 0 2 =

Ze=~—=Z1+—_Zl+(Zo//Zz)$ Z Zl+(ZO//ZZ) (3)
Vq Zz Z

Grace a I'analogie de Maxwell :
(M~ L,
| m2 _)Ililz Z, - bobine(L,)
{ 178, Z, — bobine(L,) + résistance( Ry) + résistance( R,)
| @2~ R, Z, - condensateur (C)

k=g

D'aprés (3), on a le circuit électrique équivalent :




(O,
, Ly L,
i
R,

Exercice 4 : Double pendule.

1. Soit le premier pendule de longueur l; et de masse m,
puis le deuxiéeme pendule de longueur I, et de masse
m,.

{xl =1, sin@, {xl = lycos 04
v, = lycos04 vy, = —l1sinf4

1 1. 1
N {Tl =>my v =-my(if +37) = Emll%G%

2 2
Ui =-myglicosB,

1 .
_ { Ty = 5m 303
Ui =-myglicosB,

X = 11 Sin91 + lz Sinez
y, = lycos01 + lco50,

_ Xy = lycos 01 + lcos0,
j’z = —llsinel—lz Sinez

1 1, a1 . . o
T2 = Emz v% - _mz(x% + y%) - Emz[l%G% + 1%0% +21,1,60,0;,c05(0, — 92)]

= 2

U, = —myg[licos@, + l,cos0,]

1 . . .
TZ = Emz [l%@% + I%B% + 2[1[20162(505(61 - 02)]

U, = —myg[licos6, + l,cos0,]

T1 = %mlze% TZ = %mlz [0% + 0% + 20192005(91 - 92)]

. (Mg =My =m
SI'{ 02
U, = —mgl(l—?l)

L=L=1 =

_ 01 | 63
Uz = mgl [7 + ?]

Soit au total :

1 ., 1

T =Ty +T; =5ml*0] +oml [6F + 65 + 26,6,c0s5(0, — 0,)]
0% 0% 63 1 1

U=U, +U,+20, = —mgl<1 —71> + mgl [71 +72] 42 [Eklzei] = Smgl[26% + 03] + k1203

\

1 1 . .
T = Em1249§ + EmlZ [6% + 65 + 26,0,c0s(0, — 6,)]

1
U= Emgl[za% + 03] + k1?63
Puisque 81 <K 1 et 0, K 1onadonc:

1 .1 . .
T = Em129§ + Emlz[e§ + 0% +26,0,]
cos(6;—0,)=cos0 =1

1
U= Emgl[zai + 03] + k1?63

2. Lafonction de Lagrange est :




1 ., 1 L . 1
L=T-U= Emlzai + Emlz (6% + 03 + 26,6,c05(0, — 6,)] — Emgl[zai + 03] + k1?63

Ecrivons les deux équations de Lagrange pour les deux coordonnées généralisées 84 et 05.

(d aL
d(aL) oL ml?[6, + 0,] + mglo, =0
ldt a0,) 96,

2kl
1[291 +6,] + <2g + —) 0, =0
1[92 +0,]+g6,=0
9

k . . A .
Avec les notations suivantes : w01 ==, w = les deux équations s’écrivent finalement :

201 +0; + (2w§; +2w5,)0, =0
{ 0,+6,+w30,=0
3. Pourles cas ou les raideurs latérales sont absentes (k = 0), on obtient :
{1[291 +0;]+296,=0 = {zél +0, +2w30, =0
1[0, +64]+90,=0 0,+0,+wi0,=0
Soit en considérant des solutions complexes :
0.(t) = Ajcos(wt + @q) - 0,(t) = A,/ @tT0D = 4 g0t
{02 (t) = A,cos(wt + ;) = O,(t) = Ao/ @t+e2) = 4, eft
{291 +0; +2w50, =0 N {(2“’% —20w?)A; - w?4; = 0
0,+0,+wi0,=0 ~w?4; + (0} — w?)A, =0
Pour avoir des résultats non nuls il faut que :

(2o =20%)  ~0% | _ (@} - w?) -t = [VZ(@} - 0?) - 02][VE(w] — w?) + 0?] = 0

“i= e = (@ VRes {w%=(z—ﬁ)w5
= ==
w3 = (2 +V2)w}

T VZ-1

Les vecteurs propres correspondants :
V1 (ﬁ) i Va (—ﬁ)

Pour le cas d’une condition limite de type rigide sur le premier pendule (k — ), on obtient: 8; = 0, et il

4. Lamasse 2 bouge plus que la masse 1.

ne reste que la deuxiéme équation sous la forme :
16, + g6, =0
Il s’agit donc du cas d’un unique pendule.
5. Dans le cas général, I'équation aux pulsations propres s’écrit :
(2w}, + 205, — 2w?) —w?
—w? (w}; — w?)
= w* - 2(20§; + 05;)w? + 205 (0}, + i) =0

= (2w}, + 2w}, — 20?)(w}; —w?) —w* =0

2
,_ 2 2 2 (.2 2\ _ .2 .2 4 4
= A= (20§ + 0f;) — 20§ (0§ + wf,) = 20§ Wi, + 2w, + W,

2 2 2 2 2 4 4

o Si(k=0)= w}; =0= wi, =205 +V2w}

e Lorsque w3, = w3;(1+ &) avec &€ < 1, on obtient :




Wi, = 20§ + w§(1+e) + \/20031(1 +8+wi(1+8)?+2w¢,

2
= 3w3;, + w3, £ ’5(»31 + 4wl e~ 3w3; + ewd; £V5 (1 + Es)

2V5
= (Diz = (3 i \/g)wgl + 8(1)(2)1 <1 + _>

5

w? =5,22w%,
w3 = 0,76w5,
Résultats a comparer avec celui du cas sans raideur latérale :
12 _ 2
ot = (2+£V2)wf; = {wrlz _ 3'41(‘)21
w,y” = 0,58wy,
Les nouvelles pulsations sont plus élevées que les précédentes, du fait de la contrainte mécanique
supplémentaire en termes de déplacement, résultat que I'on trouve bien entendu sur les vecteurs propres

6. Poure =0, w3, = w3 = wi, =(3+V5)wi = {

associés.
Wiy =—= =6,
1.2 w; 3-+/5
w, 2+2
2 P, =—2 =5,86
wq 2—\/2




Solutions des exercices de la série ;7

Exercice-1 :
1. Lacélérité d’'une onde s’exprime en:
b. Meétre par seconde.
5. Lalongueur d’'onde d’une onde sinusoidale :
a. Estladistance parcourue pendant une période.
3. L'onde sonore est une onde de pression. Cela signifie que :
b. La grandeur physique perturbée est la pression.
4. Sion absorbe I’énergie d’une onde :
c. Elle disparait.
5. La double périodicité fait référence a :
a. Une onde sinusoidale.
6. Leretard:
c. Augmente si on est plus éloigné de la source.
7. Une onde est mécanique :
b. Parce qu’elle nécessite un milieu pour se propager.
Exercice-2 :
Soit +x pris dans la direction de I'entrée du port, et h la hauteur des vagues au-dessus du niveau moyen de I'eau.
L'expression de h est : h(x,t) = hycos(wt — kx)
L’amplitude, ou hauteur maximale hy n’est pas spécifiée, mais nous pouvons déterminer les autres grandeurs.

21 21 —
Le nombre d’onde : k = ~ 30" 2,1m™1

5

. . . 0 _
La fréquence est de 50 crétes par minute : f = Pl 0,83s71

La pulsation estdonc: w = 2nf = 2m 0,83 = 5,2 rad/s

La vitesse est donnée par: v =Af =3,00,83 =2,5m/s

L’équation des vagues est finalement : h(x, t) = hycos(5,2t — 2, 1x)

Important : les équations ci-dessus, supposentque y = 0 enx = 0 etat = 0. Ce ne sera pas le cas général. Il
faudra alors introduire une constante de phase ¢. On obtient :

y = Acosk(wt + kx + @)

2w i Signe — si le déplacement vers le sensdes x > 0
= — avec
y = Acos A (@t thx+¢) Signe + sile déplacement vers le sensdes x < 0

y = Acos(wt + kx + @)

Exercice-3 :
a. L’équation de I'onde est :

/(3 T 2 2n
y(x,t) = 0,05cos [E(4Ot —10x) — Z] = AcosT(wt —kx+ @)= k= 7= 5mn = 1=0,4m

La pulsationest: w = 2xtf = 20r = f =10 Hz
La vitesse de propagation de I'onde est : v = % = % = Af = 4m/s dans le sens des x positif.

b. Pour obtenir la vitesse et I'accélération de la particule, nous allons dériver par rapport au temps (c’est-a-

dire que I'on considére x comme constant) :




a 5m /14
v= o4 =y'(x = cst, t) = —(20m).0,05 sin [— —20m.t — —] =2,22m/s
at X constant 2 4
%y . ) 51 4 5
Y= FTo) =y"(x =cst, t) = —(20m)>. 0,05 cos [7 —20m.t — Z] =140m/s
k x constant

5 b4
v=y'(x =cst,t =0,05) = —(20m). 0,05 sin [— —20m.0,05 — —]
N 2 4

5 T
¥ =y"(x = cst,t = 0,05) = —(20m)2. 0,05 cos [7 —20m.0,05 — Z] = 140 m/s?

51
v=y'(x=cst,t =0,05) = —(20m). 0,05 sin [T] =2,22m/s
=

¥ =9y"(x = cst,t = 0,05) = —(20m)2. 0,05 cos [54—71] = 140m/s>
Exercice-4 :
a. L'amplitude est la moitié de 'amplitude créte a créte, donc ici, la moitié de la hauteur de la houle, donc 5m.
b. Alinstantt:

100m

M
10mil/@\/-/\/

c. Altitude de M en fonction du temps :

Altitude (m)
+5

<3

/\

0 - 1\/20 3\/0 50 Temps (s)
_5_
_ _A_100m _ -1
d. A—vT:MJ—T— 05 =5m.s

Exercice-5 :
L’'onde transversale, de forme sinusoidale, se propage a 40 cm/s vers la droite. L’analyse de la figure permet

d’obtenir les autres données nécessaires.
v 0,4

a. Comme A = 4cm, on obtient: f = 1= oo0a " 10Hz.

b. La phase a une position quelconque de I'onde est fixée par 21'[1—‘. Si la distance entre deux points est Ax =

2,5cm, la variation de phase entre ces deux points est donnée par :

Ao = 2 Ax_z 2,5.1072
b T M 102

. - t L , 11
c. Laphase auninstant quelconque est fixée par 21'[; et la période de 'onde est T = kTl 0,1s.Enun

= 3,93rad

2w rad , ,
ETT 1,047rad, le temps écoulé est :

TAp 0,11,047

2n 21
d. Chaque point de la corde subit un mouvement harmonique simple. Nous savons que lorsque la position

point donné, si la variation de phase est Agp = 60°

At
Ap = 21'[? = At = =0,0167s

d’une particule est nulle la vitesse est maximale et vaut v = +wA (il suffit de dériver y en fonctionde t, x
étant constant. On obtient un cosinus dont les extrémités valent +1) comme I'onde se déplace vers la
droite, P se déplace vers le bas a I'instant représenté, et la vitesse est donc négative.

2 2
Donc:v = —wA = —?"A = —0—’;2.10-2 =-1,26m/s
Exercice-6 :
a. En prenant plusieurs périodes, on améliore la précision de mesure car on calcule une moyenne.
Entre 11 crétes il y a 10 vagues, donc 104 =10,1cm = 1 =1,01 cm.

b
c. On observe qu’entre deux creux de vagues, il y a toujours 1,0 cm, c’est bien la longueur d’onde.
d. L'amplitude créte a créte est de 0,5 cm, donc I'amplitude est la moitié soit 0,25 cm.




La fréquence f = % =25Hz=T= % = 0,04 s. La date t; = 0,04 s correspond donc a une période
compléete, on est en phase avec I'onde a la date initiale. La date t5 = 0,06 s correspond a 1, 5T, on est en
opposition de phase par rapport a la date initiale.

A=vT =1 :}—’=> v=Af =1,01.1072.25 = 0,25m.s~ 1.

Si la profondeur augmente, alors la célérité augmente et a fréquence constante, la longueur d’onde

augmente.

t=0,0s
h(cm)
05 15 25 35 45 55  [cm)
t=0,04s
I VAVAVAVAVAVA
0’|5 T 1'|5 T 2’I5 T 3'|5 T 4-'|5 T 5'!5 T ll(cr:l)
t=0,06s
h(cm)
05 15 25 35 45 55  Icm)




Solutions des exercices de la série :8

Exercice-1:

1. Chaque point de la corde effectue des oscillations verticales
dont la période est T = 250 ms. Seul le point de fixation sur le
mur reste immobile.

d 32m
At~ 2,1s
3. a. On lit sur le graphique %: 0,10 m donc A = 0,40 m.

_A __040m =
b.Onav= Tdoncv1—250><10_3s—1,6m s\

Les deux valeurs de vitesse obtenues sont proches.

2.0nav= =15 m's".

4.0Onat,=t,+ 125 msdonct,=t, + % donc les signaux sont

décalés d’'une demi-période dans le temps et d’'une demi longueur
d’onde dans l’espace, soit :

Ay

P, Ps Mur

)

Exercice-2 :
A. Corde libre :
= |’équation de propagation aux dérivées partielles s’écrit :
0’y To*y o*y 0%
= — = = V
0t puox? at? d0x?

¢ La célérité de la corde est égale :

V= |-
u

= Les solutions de I'équation de propagation de I'onde libre :

«»* En utilisant la méthode des séparations des variables

y=Ax)T()
+ On obtient :
A _TO _
A(x) T(t)
D’ou la solution s’écrit comme suit :




w W
{A(x) = A4 cos (Vx) + A,sin (Vx) — y(x,t) = AQX) T(t)
T(t) = Ticos(wt) + Tysin(wt)
B. La corde est maintenant fixée :
= Forme de la solution générale :
¢ Les conditions aux limites nous donnent :
4

{Y(X:O)ZO A(1‘)=0 =>A()_A . (k )—0:>k(n)_ n
y(x=a)=0 A(x)=A2sin(7x)=A2sin(kxx) A) = Sastniiea) = x TRy

La solution s’écrit sous la forme :
A(x) = A,sin (k,(cn)x)
Les longueurs d’ondes associées aux modes propres sont :
21 w T 2a
K ==2=(3) =n-=21=""
* A V/, a n
La figure 7.11 ci-dessus illustre les différents types des modes propres :

a

~

Figure 7.11: Modes propres

% Les conditions initiales nous donnent :
Tt=0)=0=0=T(t) = Tycos(w,t)
D’ou la solution finale s’écrit :
yr(x,t) = Z A sin (k,(c")x) cos(w,t) avec A = A,T,

n=1
= Les fréquences propres des vibrations de la corde :

w 2nf 4 1 1 [T 1 [T
x v 14 " In "2a "2a 7} 1= /1 2a _|u
C. Application numérique :
= Tension de la corde :
1T T = 4a’pSf? =T =17,3N
= —= = == =
f1 2a |1 a“pSf1i )

= Lasolution générale de I'équation de propagation lorsque la corde est pincée en son milieu :
L’équation de la corde a I'instant initial dans ce cas est de la forme :




2h
y(x,0) = Fx pour

2h
y(x,0) =7(a—x) pour <x<
En appliquant la condition initiale :
yx,t=0)=0
On obtient :
2h a
nm y(x,0) = = pour 0<x< 2
y(xt—O)—ZAsm —Xx 2h a
n=1 y(x,0) =7(a—x) pour ESxSa

On multiplie les deux membres par sin (%x) et on intégre sur [0, a :
a

a
2h (2 nmw Z X nmw
Z f A sin? —x) dx=—| xsin (—x) dx + f 2h (1 — —) sin (—x) dx
£ a J, a 0 a a
Aprés intégration, on obtient :
nm 8h nn')

aZA _ 4ha . ( ):}A _ . (
2Ly ~ (nm)? Sz "~ (nm)? St
nz

La solution générale est :
mt . mm
yr(x,t) = Z (e sm )sm (7 x) cos(wyt)

nx1

Exercice-3 :
Partie A : Equation de la corde vibrante :
En appliquant la loi de la dynamique sur I'élément de la corde, on a

ZF‘) =dm.7 = T(x +dx,t) — T(x,t)
= T[cos(x + dx,t) — cos(x, t)]é, + T[sin(x + dx,t) — sin(x, t)]é, = dm.ye,

a2y T[cos(x + dx,t) — cos(x,t)] =0
e 9%y avecdm = p.dl

=dm.——e,= . .
at T[sin(x + dx, t) — sin(x, t)] = dm.ﬁ

L’équation du mouvement s’écrit :
. dy
sin@ = x etdl = dx azy %y
r [<a_y> _ (Q) ] _ udxazy a dx Ildx atz
0x/)yrdax \0X/, at?

D’ou I'équation aux dérivées partielles du déplacement y(x, t) s’écrit
0’y wd*y 0%y 1%
ax2 Tat: ~ ax* V2 at?

= Lacélérité est donc:

Partie B : Analogie électrique :
L’équation de propagation de I'onde dans la cellule électrique :

En appliquant les lois fondamentales des mailles et des nceuds, on obtient




—ulx,t)=0

di(x,t)
Z U,=0=u(x+dxt) + Ljqdx. .

Zinz0=>—i3—i(x+dx,t)+i(x,t)=0

di(x,t)
Z U,=0=u(x+dx,t) + Lijqdx. —ulx,t) =0
= aqs @ o a
, , , 3
(i3 = —lilx+dx,0) - i(x, 0] = 2t = 3t [Cap-dx.u(x + dx,t)] = C, dJ\ca [u(x + dx, t)]

u(x +dx,t) —ulxt) di(x,t) ou L di
=) dx Y _Joax ™ot
i(x+dx,t) —i(x,0)]  9i(xt) d B ﬂ __c a_u
- dx =" ax " Caglurrdndl 5o ="Cag;

En combinant les deux équations, on obtient les équations de propagations des ondes de courant et de

tension comme suit :

ou di %u a%i
ax - g _ |arax  lindge _ 0% 0%
di du ) 9% a2y axz Lmalargyp

—=—C,. — - —C -
ox P ot 92~ Cwoxar
= |acélérité de 'onde de courant est donc :
a%i LoC % 1 9% v 1
— =1 — e
gx2 ~ "mdrap 942 T 2 gg2 LinaCap

= |’équivalence mécanique-électricité :

Ling © p
. . 1
d%i 9%i 9’y po’*y 4 C.. o=
o tmiCaqz CgaTrar ) U T

liw ) o 20
ix,t) & —(x,
at
Exercice-4 :
1. Le concept utilisé ici est le suivant : la corde ne résonnera qu’a certaines fréquences, déterminées par le

module de la vitesse V de I'onde et la longueur L de la corde.
2L
A,=— oun=123,
n

n représente le mode d’oscillation, les fréquences d’oscillation sont donc :

A VT —V —V —V 1,2,3,
= = —t = = fd
n "= fn 7 nZL oun=
Pour produire la quatrieme harmonique (pour laquelle n = 4), on doit ajuster le terme gauche de I'équation

donnant la fréquence a 120 Hz:

14 174 mg 4L2 z 41221,6.10-3 120)2
fa=—=n— . ZL/ —120=>m ”f @, 2)%( )(120)

4 2L (4)2(9,8)
= m = 0,846Kg ~ 0,85 Kg

2. Onadéjatrouvé:

4L uf? 412 uf? 1,6.10°3
m= Zﬂf4:1=>n2: ”f4:>n=2Lf4 L=2(1’2)(120) —53,7
n-g mg mg 1.9,8

n doit étre un nombre entier, et n = 3, 7 est donc impossible. Par conséquent, sim = 1 Kg, le vibreur ne
peut pas produire une onde stationnaire dans la corde, et toute oscillation de la corde sera faible, donc

inperceptible.




Solutions des exercices de la série :8




