1.2 Méthode de décomposition Adomian

Soit I’équation intégro-différentielle de Fredholm (2.2) En remplacant le noyau K (z,t) =
g(x)h(t) dans (2.2), on obtient :

(@) = f(z) + g(x) / B(t)u(t)dt

qui peut s’écrire :

Lu(z) = f(z)+ g(x) / h(E)u()dt. (2.18)

mn
Ou L : est opérateur différentiel L = T qui est un opérateur inversible, par conséquent
x

L~ est un opérateur intégral (c’est I'integration n fois et peut étre considérée comme des
intégrales définis de a & = pour chaque intégrale).
En intervenant L' dans les deux cotés de 1'équation (2.18), on a alors :

1
(n—1)!

u(r) = By + Bi(x —a) + %52(95 —a)+---+ B V(@ —a)™ D + L7 (f(x))

n (/abh(t)u(t)dt> L7 (g(x))
(2.19)

La méthode de décomposition d’Adomian admet 1'utilisation de la série suivante :

u(@) =Y u(x). (2.20)

En substituant (2.20) dans (2.19), on obtient :

S unle) = 3 4 fela—a)+ L (£(a)) + ( | e (Zu<t>> dt) L7 (gfx) - (221)

n=0

L’équation (2.21) peut étre écrite explicitement comme suivant :

Br(a —a)* + L7 (f(x))

£
=
2
+
S
O
4
<
=
4

I

(2.22)

10



Les composants ug(x) 4 uy(x) 4+ ug(x) + - - - 4+ up(x) + - - - de fonction inconnue u(x)
sont déterminés de maniere récurrente suivante :

wolz) = Z%@kx—a + L7 ()

() = ( /h )L* (9(2))
walz) = ( /h )L—1<g<x>>
un@ _ ( / b )L_1 (9(x))
(2.23)
Alors écrite sous forme suivante :
o) =S k(e — @)+ L7 (7(a)
i (2.24)

Upir(T) = (/abh(t)un(t)dt) L™ (g(z)),n >0

Ot le up(z) est défini par tous les termes non inclus a l'intérieur le signe intégral de (2.22).
Apres avoir déterminé les composants u;(x),7 > 0, la solution u(x) de (2.2) est ensuite
obtenu sous forme de série En utilisant (2.20), la série obtenue converge vers la solution
exacte si une telle solution existe.

Exemple 1.3. utilisez la méthode de décomposition pour résoudre l’équation integro-
differential de Fredholm :

’

u (x) = 3622 + /1 u(t)dt, w(0)=1 (2.25)

Solution : En intégrant les deux cotés de 1'équation (2.25) de 0 a z, en utilisant la
condition initiale, on obtient :

u(z) =1+ 122° + o /1 u(t)dt (2.26)

On remplace la solution donnée par la série :

= un(). (2.27)
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i u,(z) =1+122° + /1 iu(t)dt. (2.28)

n=0

Alors :
1 1
uo(w) +uy +ug + - =1+ 122° + x/ uo(t)dt + :c/ uy(t)dt + - - . (2.29)
0 0

Les composants u,(z),n > 0 de u(x) peut étre déterminé en utilisant la relation de
récurrence suivante :

up(x) =1+ 1223
! (2.30)
U1 () :x/ up(t)dt,n >0
0
Alors :
up(r) = 1+122°
1
u(z) = :E/ uo(t)dt
1
= x/ﬂ1+1%%ﬁ
0
= 4dx
1
ug(z) = :c/ wy (t)dt
1
= x/ Atdt
0
= 2z
1
ug(z) = x/ ug(t)dt
1
= m/ 2tdt
0
=z
u(z) = Z u, (), alors
n=0

1 1
u(x):1+12x3+4x(1+§+§+---)

=1
=1+ 122% + 4 —
+ x—l—xnzzo2n

=1+122° 4 8
La solution exacte de équation ((2.25)) est u(x) = 1 + 8z + 1223,
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1.3 Méthode de solution sous forme séries

Soit I’équation intégro-différentielle de Fredholm
b .
W®(2) = F(2) + A / K@ u@)dt,  u9(a)=8:0<j<k—1 (2.31)

Ou g; les conditions initiales.
La méthode de solution sous forme séries est basé sur la forme de série de Taylor; pour
une solution u(z) de (2.31) analytique en x = 0 alors :

o0

u(z) = Z anx" (2.32)

n=0

On suppose que u(x) la solution de (2.31) est analytique, donc possede une série de Taylor
de la forme (2.32) ou les coefficients a,, seront déterminé d’une fagon récurrente.
En remplagant (2.32)dans(2.31), on obtient :

oo () ) o
(Z anx”> = T(f(z)) + A / K (z,1) (Z ant”) dt. (2.33)

qui peut s’érire comme suit :

ou T(f(x)) est la série de Taylor de f(z).

Aprés avoir calculé les intégrales définies et la dérivée k™ dans L’équation (2.34), en
faisant une comparaison de deux cotés de I’équation résultante on obtient une relation
récurrente entre les coefficient a,, k£ > 0; qui conduira a déterminer ces coefficients, o
certains d’entre eux sont déja obtenues a partir des conditions initiales.

La substitution des coefficients obtenus dans 1'équation (2.32) produite la solution sous
forme série de I'éq.(2.31).

Exemple 1.4. Résoudre l’équation intégro-différentielle de Fredholm en utilisant la mé-
thode solution sous forme série;

u' () =4+ 4z + /1 (1 —zt)u(t)dt, u(0) =1 (2.35)

1
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Solution :
En utilisant la méthode solution sous forme série

u(z) = Z apx". (2.36)

D’apres la condition initiale :u(0) =1 = ao = 1.
En substituant (2.36) dans les deux cotés de 1'équation (2.35) on obtient :

00 / 1 00
(Z anx"> =4 +4x + / (1—xt) (Z ant"> dt.
n=0 -1 n=0

i nanz" b =4+ 4z + /1 i": at"dt + x /1 i a,t"dt.
n=1 -1 =0

-1 =0

Alors :

d’apres I'évaluation de I'intégrale sur le coté droit, on obtient :

2 2 2 2 2 2

CL1+CL2$+(I3£L’2+"': 6+—a2+—a4+—a6—|—--- + 4——&1——a3——a5—--- xr
3 5) 7 3 5! 7

(2.37)

le 2 terme de 1'éq. (2.37) est un polynome de 1¢" degré donc Vn > 3 : a, = 0, et
2

par comparaison de deux termes de (2.37) on obtient : a; = 6 + %(Ig et ap = 4 — 3

= a; = 6, ay =0
donc ag=1,a1 =6etVn>2:a, =0.
La substitution de ces résultats dans (2.36) donne la solution exacte

a1

u(z) =1+ 6z.

2 Convertir en équations intégrales de Fredholm

Pour convertir I’équation intégro-différentielle de Fredholm en une équation intégrale

de Fredholm, en intégrant les deux cotés de I’équation intégro-différentielle autant de fois
que l'ordre de la dérivée impliquée dans 1’équation de 0 a = pour chaque fois que nous
intégrons, et en utilisant les conditions initiales données.
Il est important de noter que cette technique n’est applicable que si I’équation intégro-
différentielle de Fredholm implique uniquement la fonction inconnue u(x), et non aucune
de ses dérivées, sous le signe intégral. Apres avoir établi la transformation en équation
intégrale de Fredholm , on peut utiliser I'une des méthodes discutées précédemment , a
savoir la méthode de décomposition adomian, la méthode de calcul direct, de solution
sous forme séries.

1 1
Exemple 2.1. v/(z) =1 — 3% +/ xtu(t)dt, u(0)=0
0
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Solution
En intégrant les deux cotés de 'équation précédente de 0 a x, en utilisant la condition
initiale, on obtient :

1 2 1 2 '
u(z) =r— -z + =z tu(t)dt
6" 2"

Cet équation peut étre écrite comme :

1 1
u(z) =z — 6902 + 5:1:204 (2.38)
Ou : .
o= / fu(t)dt. (2.39)
0

En remplagant I'expression (2.38)de u(z) dans (2.39), on obtient :

1 1 1 1 1 1 !
= | t(t—=t>+ —t?a)dt = |=t3 — —t* + —at?| . 2.40
O‘/O(6+20‘) {3 " TR, (2.40)
Al :
" _ ! 1+1 (2.41)
O[—g 24 804. .

donc o = %, en remplagant la valeur de « dans (2.38) on obtient la solution exacte :

u(z) =x

Exemple 2.2. Résoudre les équations intégro-différentielles de Fredholm suivantes,en les
convertissant auzr équations intégrales de Fredholm

1. u'(z)=¢€"—x+ /01 ztu(t)dt, u(0) =1u'(0) =1

1 1
2. u'(z) = —e" + §:v+/ ztu(t)dt, w(0) =0, u'(0) = 1
0
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